Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Barbary Gotubowskiej pt.
Cialo afinicznie sztywne w zakrzywionych przestrzeniach

i rozmaito$ciach o stalej krzywiznie

Przedstawiona mi do recenzji rozprawa doktorska zostata napisana w Zaktadzie Teorii
Osrodkéw Cigglych Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN pod kierunkiem
prof. dr hab. Jana Jerzego Stawianowskiego. Najogdlniej méwiac, praca dotyczy ruchu
na rozmaitosciach Riemanna “malych” cial (a w granicy punktéw materialnych) z we-
wnetrznymi stopniami swobody. Wewnetrzne stopnie swobody zwigzane sg z obrotami
oraz z deformacjami cial. Zagadnienia oméwione w pracy stanowia kontynuacje wielolet-
nich badan promotora pracy i wielu jego wspoélpracownikéw. Problemy tego typu maja
juz dos¢ dluga historie i obszerng literature.

Metody matematyczne wykorzystywane w pracy najogélniej mozna zaliczy¢ do geome-
trii rézniczkowej, w tym do teorii wigzek gtéwnych, grup Liego i teorii koneksji. Bardziej
szczegotowo, autorka uzywa wiazek ogdlnych baz liniowych (dla cial deformowalnych) i
wiazek baz ortonormalnych (dla cial metrycznie sztywnych). Bazami wigzek sg rozmaito-
Sci riemannowskie i pseudoriemannowskie.

Rozprawa mgr Gotubowskiej liczy w sumie 102 strony (6 + 96). Sklada sie z Wprowa-
dzenia, szeSciu czesci i bibliografii zawierajacej 102 pozycje. Trzon pracy stanowia czesci
314 (zwlaszcza czesé 4), w ktérych autorka przedstawila swoje gtéwne wyniki.

Czes¢ pierwsza zatytulowana Wistepne pojecia mechaniki ciata afinicznie sztywnego doty-
czy gléwnie kinematyki, najpierw ciala rozcigglego w przestrzeni Euklidesowej, gdzie ma
sens pojecie ciala sztywnego lub afinicznie sztywnego (tzn. deformowalnego jednorodnie).
Nastepnie Autorka przechodzi do opisu kinematyki ciata w przestrzeni Riemanna, gdzie
nie mozna utrzymac pojecia rozcigglego ciala sztywnego. Mozna jednak wprowadzi¢ po-
jecie ciala infinitezymalnie sztywnego, tzn. “malego” ciata (ciala prébnego) z doczepiona
baza liniowa wektoréow stycznych. Baza ta jest potrzebna do opisu wewnetrznych stop-
ni swobody ciala prébnego (przestrzen styczna do rozmaitosci jest przestrzenia liniowa).
Autorka definiuje w tej czesci pojecie przestrzeni konfiguracyjnej dla przysztych ukladéw
oraz podaje ogblne formuly na energie kinetyczne dla réznych typéw ruchéw. W pierw-
szym zdaniu na str. 14 ewidentnie zabrakto stowa “nie”.

Czeé¢ druga pracy zatytutowana Prébne ciato w przestrzeni Riemanna — mechanika cia-
ta afinicznie sztywnego po$wiecona jest dynamice uktadéw opisanych w czeSci pierwszej.

Szczegélna uwaga zostala polozona na dynamike zwigzang z wewnetrznymi stopniami



swobody.

Cze$é trzecia pracy nosi tytul Trédjwymiarowa sfera zanurzona w R*. Opis ruchu czast-
ki na tréjwymiarowej sferze S3(0, R) zanurzonej w R* z metryka Euklidesows znacznie
upraszcza fakt, ze sfere o promieniu 1, tzn. R = 1, mozna utozsami¢ z grupa, SU(2), kté-
ra jest podwéjnym nakryciem grupy SO(3,R). Mozna wiec byto wykorzysta¢ wtasnosci
grup Liego, algebr Liego i forme Killinga. Autorka wykorzystata réwniez reprezentacje
S3(0, R) € R* jako kule o promieniu 7R zanurzona w R® i odpowiednio do tego dostoso-
wala parametryzacje dla tej rozmaitosci.

Nie rozumiem, dlaczego pod koniec tej czesci, od str. 37 do korica, znalazt sie tekst
rozpoczynajacy sie stowami “Naszym celem jest ....... Autorka tego nie wyjasnia. Tekst

ten powinien raczej znalez¢ sie w nastepnej czesci.

Zasadnicz cze$é rozprawy stanowi CZESC 4 zatytutowana Modele dwuwymiarowe, zagad-
nienta catkowalne. W tej czeséi pracy mgr Gotubowska rozwaza ruchy infinitezymalnych
cial sztywnych i deformowalnych afinicznie dla trzech przypadkéw 2-wymiarowych roz-
maitosciach Riemanna, mianowicie dla cial poruszajacych sie

e na sferze 5?(0, R) € R3,
e na pseudosferze H?** € R3,
e na torusie T(0;r, R) € R3.

Dwie pierwsze powierzchnie sg rozmaitoSciami Riemanna o stalej krzywiznie, odpowied-
nio dodatniej i ujemnej. Sg wiec przestrzeniami symetrycznymi o maksymalnej liczbie
wektoréw Killinga (maksymalnie-wymiarowej grupie izometrii). Torus nie nalezy do tej
klasy. Poniewaz nazwa pseudosfera wystepuje w réznych kontekstach, nalezato zaznaczy¢,
ze chodzi o pseudosfere zanurzong w R?® z metryka typu metryki Minkowskiego.

Analize ruchéw na tych trzech powierzchniach Autorka zaczyna od przypadu ruchu
2-wymiarowych cial sztywnych, tzn. majacych tylko jeden wewnetrzny stopien swobody
(obroty). Na poczatek mgr Golubowska przytacza odpowiednie tensory metryczne. W
formie metrycznej dla torusa wystepuje czton rsin ), ktéory w wyrazeniach otrzymanych
przy pomocy tej formy zostat blednie, acz prawie systematycznie, zamieniony na 7 cos ¥
(czasami tylko na cos ). Dla sfery r oczywiscie nie jest wielkoscig wektorowa (jak blednie
7aznaczono na rysunku).

Majac formy metryczne Autorka podaje wyrazenia na energie kinetyczne dla transla-
cyjnych stopni swobody. Nastepnie uzywa baz ortonormalnych w przestrzeniach stycznych
do okreglenia energii kinetycznych odpowiadajacych wszystkim (translacyjnym i rotacyj-
nym) stopniom swobody. Do analizy ruchu p. Golubowska uzywa réwnania Hamiltona-

Jacobiego. Oblicza zmienne dziatania najpierw dla ogélnego potencjatu V(r) odpowiada-
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jacego tylko translacyjnemu stopniowi swobody, a nastepnie oblicza funkcje dzialania dla
kilku zapostulowanych konkretnych postaci funkcji V(7).

Procedura ta jest nastepnie uogdlniona na uktady, w ktérych oprécz obrotéw dopusz-
czone sy rowniez deformacje jednorodne. Liczba wewnetrznych stopni swobody rosnie
woéwczas do czterech. Ponadto Autorka rozwaza potencjaly, ktére zaleza nie tylko od
translacyjnymych, ale réwniez od wewnetrznymch stopni swobody, czyli V' ma ogélng
posta¢ V' = Vi, + Vin, gdzie Vi, mozna wyrazié za pomoca tensora deformacji ciala.

Jako przypadki szczegdlne mgr Golubowska analizuje nastepujace podklasy (modele):

e zagadnienie podwdjnie izotropowe, tzn. gdy tensor bezwladno$ci jest izotropowy,
e model ciata jednorodnie deformowalnego, niescisliwego,

e model z afinicznie niezmiennicza energig kinetyczna,

e model ciala niescisliwego z afinicznie niezmiennicza funkcja energi.

Dla kazdego modelu mgr Gotubowska zaproponowala po kilka konkretnych potencjatéw.
Wybér potencjatéw byt podyktowany bardziej wzgledami matematycznymi niz fizyczny-
mi. Autorce rozprawy chodzilo przede wszystkim o separowalnoéé¢ funkcji dzialania i o
catkowalno$é¢ réwnan ruchu.

Nie wdajgc sie w szczegdtows analize wyznaczania rozwigzan dla poszczegdlnych mo-
deli mozna stwierdzi¢, ze ich wspdlna cecha bylo zastosowanie nieholonomicznego pola
baz liniowych (na wyzej wymienionych rozmaitosciach) do wlasciwego skonstruowania
dajacych sig efektywnie uzy¢ wspétrzednych uogélnionych (w tych rozmaitosciach baz).
Dla modeli dwuwymiarowych p. Golubowska znalazta klase potencjaléw, dla ktérych za-
gadnienie jest calkowane (poniewaz jest separowalne), a ktére jednocze$nie mozna zin-
terpretowac jako opisujace nieliniowe drgania sprezyste w wewnetrznych stopniach swo-
body. Caltkowanie tych modeli z zaproponowanymi potencjalami mozna sprowadzi¢ do
kwadratur, tzn. scatkowac je analitycznie przy pomocy zmiennych dziatania. Uzycie baz
nieholonomicznych jest w zasadzie niezbedne w mechanice infinitezymalnego zyroskopu,
gdy skladowe wektoréw bazy reprezentujacej konfiguracje nie sa niezalezne (baza jest or-
tonormalna), ale takze w przypadku infinitezymalnego ciata deformowalnego jednorodnie,
poniewaz inaczej nie da sie efektywnie opisaé sprzezenia miedzy obrotami i deformacjami.
W ten sposoéb mozna uzy¢ wspoétrzednych uogdlnionych, w pewnym sensie indukowanych
przez wspoirzedne na grupie obrotéw. W konsekwencji otrzymuje sie wzory podobne (cho-

ciaz w istotnych szczegétach inne) do tych dla rozcigglego ciala w przestrzeni plaskiej.

Najstabsza strong pracy jest jej strona redakcyjna. Niektore zdania sg niekompletne,
gdzie indziej dwa lub trzy zdania sg sklejone w jedno. Interpunkcja jest dosy¢ stochastycz-



na i czasami utrudnia zrozumienie niektérych zdan. Im blizej konca pracy, tym wyrazniej
wida¢ pospiech przy jej redagowaniu. W czesci 1 1 2 pracy jest duzo pomylek w indeksach
we wzorach. W niektérych wzorach sa btedy, poniewaz (jak mozna sadzi¢) Autorka prze-
kopiowywata wczesniej wystepujace wzory i nie dokonata w nich wszystkich niezbednych
zmian. Gdyby Autorka ponumerowata wieksza ilo$¢ wzoréw, zwlaszcza w czesci 4, to nie
musialaby powtarza¢ pewnych uniwersalnych wyrazen, np. tensoréw metrycznych czy for-
mul na translacyjng cze$¢ energii kinetycznej Ti,. Odwolania do wczesniejszych wzoréw
czasami sg pomylone. Na str. 69 dla torusa pojawil sie cosh ) zamiast cos. Dodatek
(CZESC 6) nie jest napisany starannie.

Mgr B. Gotlubowska jest autorka pieciu prac i wspotautorks trzech prac. Pie¢ z nich
ukazato sie w Reports on Mathematical Physics, ipo jednej w Journal of Nonlinear Mathe-
matical Physics, Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukraine i w Pracach
IPPT. Jej dorobek w zakresie publikacji wynikéw jest wiec znaczny.

Ocena konicowa pracy

W podsumowaniu chcialbym stwierdzi¢, ze rozprawa mgr B. Golubowskiej dotyczy
aktualnych i zaawansowanych probleméw mechaniki, i ogélniej fizyki teoretycznej. Zawie-
ra bardzo bogaty material i zastosowane w niej s3 nowoczesne i zaawansowane metody
matematyczne. Otrzymane wyniki stanowig istotny wktad w badanie dynamiki cial ze
strukturg wewnetrzng. Moim zdaniem mgr B. Gotubowska jest przygotowana do samo-
dzielnego stawiania i rozwigzywania problemoéw fizycznych. Uwazam, ze przedstawiona mi
do oceny praca spelnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim. Wnosze wiec o dopuszczenie mgr Barbary Gotubowskiej do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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