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ROZDZIAL

Przedmiot, cel i zakres pracy

1.1. Przedmiot rozwazan

Projektowanie bezpiecznych konstrukeji inzynierskich wymaga uwzglednienia niepew-
nosci parametrow projektowych. W praktyce, najczesciej w tym celu wykorzystuje sie
wspétezynniki bezpieczeristwa, ktére zmieniajs wartosci parametréw zgodnie z zalece-
niami podanymi w normach. Od okoto trzydziestu lat intensywnie rozwijane sg metody
pozwalajace wykorzysta¢ model probabilistyczny do oszacowania prawdopodobieristwa
awarii konstrukcji. Ze wzgledu na znaczng zlozono$¢ metody te nie upowszechnity sie w
praktyce inzynierskiej, pozwalajg one jednak na bardziej racjonalng ocen¢ bezpieczenistwa
niz podejécie tradycyjne.

W probabilistycznej analizie niezawodnosci przyjmuje sie, ze parametry konstrukeyj-
ne obarczone niepewnoscig modelowane sg za pomocg zmiennych losowych. Podobnie jak
w tradycyjnym podejéciu deterministycznym analiza stochastyczna wykorzystuje pojecie
stanu granicznego do okreélenia, czy reakcja konstrukecji na obcigzenie jest dopuszczalna,
czy tez wystepuje zagrozenie jej bezpieczenstwa. Zbiér warto$ci niepewnych parametréow
projektowych prowadzacych do przekroczenia stanu granicznego okresla zdarzenie losowe
(tzw. obszar awarii), ktére jest utozsamiane z awarig konstrukeji. Prawdopodobieristwo
tego zdarzenia (tzw. prawdopodobieristwo awarii), a takze jego funkcje sa miarami nieza-
wodnodci konstrukeji. Zauwazmy, ze ten sposéb oceny bezpieczenstwa zasadniczo sklada
si¢ z dwoch zagadnien: okreslenia realistycznego modelu stochastycznego oraz oszacowa-
nia prawdopodobieristwa awarii.

Okreglenie rozktadéw prawdopodobieristwa parametréw konstrukcyjnych wymaga
uwzglednienia, czesto wieloletnich, obserwacji atmosferycznych oraz badan jakosci ma-
terialéw i elementéw konstrukcyjnych. Modelowanie wiasnosci, ktére obok zmiennosci
losowej wykazujg zalezno$é od czasu lub polozenia w przestrzeni wymaga zastosowania
funkcji losowych. Przyktadem moze byé¢ tu przedstawienie obcigzen jako proceséw loso-
wych lub imperfekcji geometrycznych jako pdl losowych. Wykorzystanie funkeji losowych,
obok trudnosci zwigzanych z opracowaniem danych statystycznych, jest rowniez zwigzane
z zastosowaniem skomplikowanych procedur numerycznych. Nalezy takze zaznaczy¢, ze
wiele problemoéw zwigzanych z zastosowaniem funkcji losowych w analizie niezawodnosci
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wcigz nie zostato rozwiazanych.

Wyznaczenie prawdopodobienistwa awarii wymaga obliczenia catki funkcji gestosci
prawdopodobienistwa losowych parametréw konstrukcyjnych w obszarze awarii. Poniewaz,
w celu zdefiniowania realistycznego modelu konstrukeji konieczne jest uzycie co najmniej
kilku zmiennych losowych, to calki spotykane w analizie niezawodnosci sg zwykle wielo-
wymiarowe. Okazuje sieg, ze kwadratury sg efektywne jedynie w przypadku numerycznego
catkowania funkcji okreslonych w mniej niz pieciu wymiarach. Analiza niezawodnosci wy-
maga wiec zastosowania alternatywnych algorytméw wyznaczania catek. Najbardziej efek-
tywne numerycznie, a takze zazwyczaj zapewniajace wystarczajaca doktadnosé sg tzw.
metody FORM i SORM. Metody te wykorzystuja liniows badz kwadratows aproksymacje
obszaru awarii. Ich zastosowanie jest jednak ograniczone do przypadkow, w ktorych funk-
cje okreslajgce stany graniczne sg rézniczkowalne. Jezeli warunek ten nie jest spelniony
stosowane jest catkowanie Monte Carlo, najczesciej wraz z metodami redukcji wariancji
takimi jak importance sampling. Skuteczne zastosowanie importance sampling wymaga
wiasciwego doboru rozktadu prawdopodobienistwa, z ktorego generowana jest proba loso-
wa. Do rozwigzania zadan, w przypadku ktérych okreslenie takiego rozktadu jest trudne,
mozna wykorzysta¢ tzw. adaptacyjne metody symulacyjne. W trakcie wykonania tych
algorytmow rozktad prawdopodobienistwa stuzacy do generowania préby losowej podlega
systematycznej adaptacji na podstawie wykonanych wcze$niej symulacji.

Jeden z rozdzialéow tej pracy poswiecono optymalizacji niezawodnosciowej. Korzysta-
jac ze stochastycznego opisu konstrukeji, podejécie to pozwala w sposéb jawny wpro-
wadzi¢ do zadania optymalizacji ograniczenia prawdopodobienistwa awarii. Wydaje sie,
ze w ten sposdb mozna rozwigzaé najistotniejszy problem zwigzany z optymalizacjg de-
terministyczna, jakim jest wrazliwos¢ konstrukcji optymalnych na zmiany parametréw
projektowych. Przewiduje sie, ze optymalizacja niezawodnos$ciowa moze znalezé istotne
zastosowanie przy projektowaniu nietypowych i drogich konstrukcji. W tej pracy szcze-
gblng uwage poswiecono zagadnieniu dyskretnej optymalizacji niezawodnosciowej. Przyje-
cie dodatkowych dyskretnych ograniczen na wartosci parametréw projektowych pozwala
uwzgledni¢ problem dost¢pnosci odpowiednich elementéw konstrukcyjnych.

1.2. Cel i zakres pracy

Jak wspomniano w poprzednim podrozdziale, do oszacowania prawdopodobieristwa
awarii mozna wykorzysta¢ adaptacyjne metody symulacyjne. Algorytmy tego rodzaju
nie wymagaja, tak jak FORM/SORM, rézniczkowalnosci funkcji granicznej, a zarazem
sa bardziej efektywne obliczeniowo niz klasyczna metoda Monte Carlo. W literaturze
mozna znalezé wiele przykladow zastosowania algorytméw adaptacyjnych do rozwiazania
zadania analizy niezawodno$ci konstrukcji. Podstawg tych metod zwykle sg skompliko-
wane procedury iteracyjne, dla ktérych analiza zbieznosci jest bardzo trudna. Dlatego
tez w publikacjach dotyczacych tego zagadnienia najczesciej przedstawiane sg przyklady
efektywnego zastosowania proponowanych algorytméw ale bez dowoddéw ich zbieznodci.
Oczywiscie znajomosé warunkow zbieznosci jest cechg ulatwiajacy efektywne wykorzysta-
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nie jakichkolwiek metod iteracyjnych. Podjeto wiec prébe probe wyszukania i zbadania
mozliwosci zastosowania w analizie niezawodnosci konstrukceji adaptacyjnych metod sy-
mulacyjnych, ktére maja dobrze opracowane podstawy teoretyczne. Ostatecznie analizie
poddano metode wzajemnej entropii (ang. Cross-Entropy Method) oraz metody generuja-
ce tancuchy Markowa, ktére w literaturze anglojezycznej sa okreslane jako Markov chain
Monte Carlo.

Metoda wzajemnej entropii zostala zaproponowana w roku 1997 jako efektywny al-
gorytm stuzacy do oszacowania prawdopodobienistwa rzadkich zdarzen. Od tego czasu
metoda ta byta intensywnie rozwijana i obecnie jest dobrze opracowanym teoretycznie
algorytmem symulacji rzadkich zdarzen i optymalizacji kombinatorycznej. Zastosowa-
nie metody wzajemnej entropii w analizie niezawodnosci konstrukcji wymaga jedynie
uwzglednienia innej postaci nieréwnosci, ktéra definiuje przekroczenie stanu granicznego.
Autorowi nie sg jednak znane wczesniejsze przyklady wykorzystania tego podejécia w ana-
lizie niezawodnosci konstrukeji. W jednym z rozdzialéw omoéwiono podstawy teoretyczne
oraz szczegolowo przedstawiono implementacje metody wzajemnej entropii. Wykorzysta-
no przy tym notacje charakterystyczna w przypadku analizy niezawodno$ci konstruk-
cji. Ponadto, na podstawie przykladow testowych reprezentujacych trudnosci zwigzane z
oszacowaniem prawdopodobienistwa awarii zbadano efektywnosé numeryczng tego algo-
rytmu. Otrzymane wyniki mogg by¢ wykorzystane jako podstawa doboru wartosci jego
parametrow, zaleznie od cech rozwigzywanego zadania.

Metody Markov chain Monte Carlo sg drugg grupg algorytméw symulacyjnych, kté-
rych zastosowanie w analizie niezawodnosci jest przedmiotem tej pracy. Jak wiadomo
efektywnos$é metody importance sampling zalezy od witasciwego doboru rozktadu praw-
dopodobieristwa, z ktérego generowana jest préba losowa. Gestosé rozkladu prawdopo-
dobienstwa minimalizujgcego wariancje estymatora importance sampling jest niezerowa
jedynie w obszarze awarii, gdzie jest proporcjonalna do gestosci prawdopodobienstwa loso-
wych parametréw konstrukeji (estymator okreslony w ten sposéb ma rozktad punkotwy).
Zastosowanie metod bezposredniego generowania liczb losowych do tak zdefiniowanej ge-
stosci prawdopodobienstwa wymaga wyznaczenia jej stalej normalizujacej, ktérg w tym
przypadku jest prawdopodobienstwo awarii. Czesto mozna spotkac si¢ ze stwierdzeniem,
ze w celu dokladnego oszacowania prawdopodobieristwa awarii za pomocg importance
sampling wystarczylaby jedna symulacja z rozkladu optymalnego, ale do uzyskania osza-
cowania w ten sposéb konieczna jest znajomos¢ rozwigzania zadania. Zdaniem autora
stwierdzenie takie jest mylace, gdyz znajac stalg normalizujacg znamy rozwigzanie zada-
nia i przeprowadzanie symulacji jest bezcelowe. Zasadniczym problemem nie jest w tym
przypadku generowanie préby losowej, a jest nim oszacowanie statej normalizujacej réwnej
prawdopodobienistwu awarii. Algorytmy Markov chain Monte Carlo pozwalajg otrzymac
probe losows z rozkladu o danej gestosci prawdopodobienistwa, jezeli jest znana funkcja
do niej proporcjonalna. Za pomoca tych metod mozna wigc wygenerowaé prébe losowa o
rozkladzie optymalizujacym metode importance sampling. Przyblizenia prawdopodobien-
stwa awarii na podstawie takiej proby losowej wymaga oszacowania stalej normalizujace;j
jej gestosé, do czego konieczne jest postuzenie si¢ odpowiednim algorytmem.
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Rozdzial poswiecony zastosowaniu Markov chain Monte Carlo w analizie niezawod-
nosci zawiera omowienie metod wykorzystywanych do oszacowania prawdopodobieristwa
awarii za pomocg przedstawionego podejscia. Poruszane sg zagadnienia kluczowe w przy-
padku numerycznej implementacji algorytméw, takie jak efektywno$é oszacowania czy
modyfikacja rozkladu prawdopodobienistwa pozwalajaca przyjaé¢ dowolny punkt startowy.
Rozdzial ten zawiera réwniez przyklady zastosowania proponowanej metody do rozwig-
zania zadan testowych charakterystycznych w przypadku analizy niezawodno$ci.

W niniejszej pracy réwniez przedstawiono wykorzystanie pél losowych do modelowa-
nia imperfekcji geometrycznych konstrukeji jedno i dwuwymiarowych. Rozwazane imper-
fekcje maja posta¢ wstepnych odchylent od idealnej osi preta badz powierzchni srodkowej
plyty. Szczegdlng uwage poswiecono uzyskaniu pol losowych, ktérych realizacje spetniaja,
warunki brzegowe utwierdzenia. W tym celu postuzono si¢ metodg warunkowania pél lo-
sowych. To podejscie bylo juz wezesniej stosowane do definiowania pdl losowych, ktérych
realizacje speiaja warunki brzegowe swobodnego podparcia. Uwzglednienie warunkow
utwierdzenia wymagalo teoretycznego opracowania zagadnienia warunkowania pél loso-
wych na ich pochodnych. Zaproponowana metode przedstawiono na przyktadach nume-
rycznych, ktére pokazaly, ze uzyskane realizacje pél losowych spelniajg warunki brzegowe
z zadowalajacg dokladnoscia. Ponadto oméwiono warunki ciagtosci i rézniczkowalnosci
realizacji pdl losowych.

Przedmiotem jednego z rozdzialow jest przyktad, w ktérym analizuje si¢ niezawod-
no$¢ Sciskanej potki blachownicy z uwzglednieniem jej wstepnej deformacji. Jako model
tego elementu konstrukcyjnego przyjeto plyte z imperfekcjami w postaci gaussowskie-
go pola losowego. Spetienie warunkéw podparcia przez realizacje pola losowego zosta-
lo zapewnione za pomoca metody warunkowania. Rozwazanym stanem granicznym jest
przekroczenie dopuszczalnych wartosci przemieszczeri normalnych do idealnej powierzchni
plyty, w wyniku jej Sciskania. Do wyznaczenia prawdopodobienstwa awarii zastosowano
metode wzajemnej entropii i metody oparte na Markov chain Monte Carlo. Zwrécono
takze uwage, ze symetrie konstrukcji skutkujg symetriami powierzchni awarii, co wigze
sie z wystepowaniem kilku istotnych punktéw projektowych. Intrygujacy jest fakt, ze po-
mimo powszechnego wykorzystywania symetrycznych modeli konstrukeji, zagadnienie to
nie bylo wczesniej poruszane w literaturze. Do rozwiazania tego problemu zastosowano
podejscie oparte na przedstawieniu stanu granicznego w postaci systemu awarii.

Tematem poruszanym w pracy jest takze optymalizacja niezawodnosciowa konstruk-
¢ji. Oryginalnym elementem w tym przypadku jest przyjecie zalozenia, ze pewne pa-
rametry projektowe przyjmujg wartosci w zbiorach dyskretnych. Optymalizacja nieza-
wodnosciowa jest problemem, ktérego rozwigzanie wymaga diugotrwalych obliczenn kom-
puterowych. Uwzglednienie dyskretnego charakteru parametréw projektowych stanowi
dodatkowe utrudnienie, gdyz uniemozliwia zastosowanie algorytméw gradientowych. Do
rozwigzania tak sformutowanego zadania zaproponowano dwa algorytmy. Pierwszy z nich
wykorzystuje transformacje zmiennych dyskretnych do rozszerzonej przestrzeni parame-
tréw cigglych. Drugi, to algorytm kontrolowanego przegladu, w ktérym wprowadzono
modyfikacje zwigkszajace jego efektywnosé. Praktyczne zastosowanie tych metod zostalo
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przedstawione na przykladach optymalizacji konstrukeji kratownicowych, gdzie dyskret-

nymi parametrami projektowymi byly pola przekrojéw pretéw. Takie sformutowanie za-

gadnienia odzwierciedla ograniczone mozliwosci doboru elementéw konstrukcyjnych przy
wykorzystaniu standardowych wyrobéw hutniczych.

W pracy oméwiono réwniez podstawowe zagadnienia zwigzane z analizg niezawod-
nosci. Obok klasycznych metod oszacowania prawdopodobieristwa awarii przedstawione
jest sformulowanie niezawodno$ci zaleznej od czasu oraz metody analizy niezawodnosci
systeméw awarii.

Rozprawa sklada si¢ z 10 rozdzialéw. Poza zawierajacym wstep pierwszym rozdziatem,
opisujg one nastepujace zagadnienia:

Rozdzial 2 zawiera podstawy analizy niezawodnosci. Na wstepie wprowadzane sa poje-
cia, takie jak: awaria konstrukcji, funkcja graniczna, obszar awarii, prawdopodobieri-
stwo awarii oraz wskaznik niezawodnosci. Wykorzystanie tych poje¢ zilustrowano za
pomocg prostego przyktadu. Dalej, rozdzial 2 zawiera oméwienie podstawowych al-
gorytméw numerycznych wykorzystywanych do wyznaczenia prawdopodobieristwa
awarii; sg to: transformacja zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni stan-
dardowej, metody FORM i SORM, a takze catkowania Monte Carlo z uwzglednie-
niem metod redukcji wariancji.

Rozdzial 3 poswigcono zagadnieniu optymalizacji niezawodnosciowej konstrukeji.
Przedstawiono sformutowanie minimalizacji kosztu poczatkowego przy ogranicze-
niach nalozonych na wielko$¢ prawdopodobieristwa awarii. Nastepnie sformutowanie
to rozszerzono o ograniczenia pozwalajace uwzgledni¢ dyskretny charakter zmien-
nych projektowych. Do rozwigzania zadania niezawodnosciowej optymalizacji dys-
kretnej zaproponowano dwa algorytmy. Pierwszy z nich wykorzystuje transformacje
zadania do ciaglej przestrzeni parametréw. Dopuszczalne wartosci dyskretnych pa-
rametréw projektowych reprezentowane sg za pomoca, zmiennych z przedziatu [0, 1].
Wprowadzenie do zadania dodatkowych ograniczen pozwala na jednoznaczne okre-
Slenie optymalnych wartosci parametréw dyskretnych. Druga omawiana metodg jest
algorytm kontrolowanego przegladu. W tym przypadku wprowadzono modyfikacje,
ktora polega na wstepnej selekcji kombinacji parametréw projektowych w oparciu o
liniowa, aproksymacje wskaznikéw niezawodnodci. Doktadnej analizie niezawodnosci
poddawane sg tylko te kombinacje, ktérych przyblizone wartosci ograniczen sg naj-
blizsze zeru. Taka modyfikacja pozwala na uzyskanie zadowalajacego rozwigzania,
przy znacznej oszczednosci czasu obliczen. Efektywnosé obydwu metod poréwnano
na przyktadach optymalizacji konstrukeji kratownicowych. Analizie poddano ptaska
kratownice ztozong z 10 pretéw oraz kopule kratownicows podatng na utrate sta-
tecznodci. W przyktadach tych, jako zmienne dyskretne przyjeto pola przekrojéw
pretow.

Rozdziat 4 dotyczy wykorzystania w analizie niezawodnosci pdl losowych. Omdéwiono
podstawowe charakterystyki pél losowych, takie jak: funkcja wartosci oczekiwanej,
funkcja kowariancji, dlugo$é¢ korelacji oraz stacjonarnosé. Oszacowanie prawdopo-
dobienstwa awarii wymaga przedstawienia pola losowego za pomocg skoriczone]
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liczby zmiennych losowych - konieczne jest wykonanie tzw. dyskretyzacji. W pracy
przedstawiono nastepujace algorytmy wykorzystywane w tym celu: metody $rednich
przestrzennych, metody rozwiniecia w szereg oraz aproksymacje liniows. Gléwnym
celem rozdzialu 4 jest modelowanie za pomocg pdl losowych imperfekeji geome-
trycznych z uwzglednieniem warunkow brzegowych utwierdzenia. Zaproponowana
metoda wykorzystuje warunkowanie jednorodnego pola losowego na wartosciach i
pochodnych jego realizacji w punktach brzegowych. Przedstawiono wiec sposéb, w
jaki mozna okredli¢ warunkowe pole losowe, a w zalgczonym przykladzie wypro-
wadzano warunkowe funkcje wartosci oczekiwanej i kowariancji gaussowskich pdl
losowych. Uwzglednienie warunkow brzegowych w postaci utwierdzenia wymaga
wprowadzenia pojecia gradientu pola losowego. Ponadto konieczne jest wyznacze-
nie wzajemnych kowariancji miedzy sktadowymi gradientu oraz kowariancji warto-
sci pola losowego i sktadowych jego gradientu. W pracy podano réwniez warunki
zapewniajace cigglosé i rézniczkowalnosé pél losowych. Przyklady zamieszczone w
rozdziale 4 ilustrujg zastosowanie zaproponowanej metody do modelowania imper-
fekcji geometrycznych pretéw i ptyt z uwzglednieniem warunkéw ich podparcia.

Rozdzial 5 poswiecono oméwieniu niezawodnosci zaleznej od czasu. Na wstepie zosta-
ly przedstawione podstawowe sformutowania pojecia prawdopodobieristwa awarii w
przedziale czasu: transformacja do zadania niezaleznego od czasu oraz klasyczna
teoria niezawodno$ci. Przedstawiono réwniez wykorzystywane wspétczesnie w ana-
lizie niezawodnosci konstrukeji pojecie prawdopodobienstwa pierwszego przekrocze-
nia powierzchni awarii przez proces losowy modelujacy losowe i zalezne od czasu
parametry projektowe. W dalszej czesci rozdzialu 5 omdéwiono, kluczowe w przy-
padku prawdopodobienistwa pierwszego przekroczenia, zagadnienie czestosci wyjsé
procesu losowego do obszaru awarii. Przedstawiono formule Rice’a dotyczacg pro-
cesOw cigglych oraz omowiono metody wyznaczania czestosci przekroczen proceséw
odnowy o prostokatnych impulsach. Rozdzial koriczy elementarne zadanie analizy
niezawodnoéci zaleznej od czasu.

Rozdzial 6 dotyczy analizy niezawodnosci systeméw. Przedstawiono definicje pojeé ta-
kich, jak element oraz system awarii, a w przykiadzie wykorzystano je do okreslenia
globalnej awarii kratownicy statycznie niewyznaczalnej. Oméwiono réwniez metody
wyznaczania przyblizeni i ograniczen prawdopodobienistwa awarii systemow.

Rozdzial 7 poswiecono zastosowaniu metody wzajemnej entropii do wyznaczenia praw-
dopodobieristwa awarii konstrukcji. Omdwione zostaly podstawy teoretyczne tej
metody, jak rowniez szczegélowo przedstawiono algorytm numeryczny. Wykorzy-
stano przy tym notacje stosowang w analizie niezawodnosci konstrukcji. Efek-
tywnosé prezentowanej metody zbadano na podstawie przyktadéw testowych od-
zwierciedlajacych problemy charakterystyczne w przypadku analizy niezawodnosci:
duza liczbe zmiennych losowych, male prawdopodobienstwo awarii, silng nielinio-
wos¢ powierzchni granicznej, zaszumienie funkcji granicznej, nierézniczkowalnosé
powierzchni granicznej, ztozony ksztalt systemowych obszaréw awarii. Podane wy-
niki zawierajg $rednig liczbe symulacji koniecznych do oszacowania prawdopodo-
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bienstwa awarii ze wspotezynnikiem zmiennosci na poziomie 10%. Na ich podstawie
mozna, wiec zidentyfikowaé¢ zagadnienia, w ktérych metoda wzajemnej entropii jest
efektywna. W przyktadach oméwiono réwniez zagadnienie doboru parametréw al-
gorytmu, zapewniajacych jego efektywne dziatanie.

Rozdzial 8 zawiera podstawy metod Markov chain Monte Carlo oraz prezentuje ich za-
stosowanie w analizie niezawodnosci konstrukeji. Rozdzial rozpoczyna sie od omo-
wienia wybranych wiasnosci taricuchéw Markowa. Dalej opisywany jest algorytm
Metropolis-Hastings bedacy podstawowym algorytmem typu Markov chain Monte
Carlo. Poruszane sg nastepujace zagadnienia zwigzane z jego implementacjg: klasy-
fikacja odmian algorytmu, efektywnos$é oszacowania oraz dostosowanie do rozwia-
zywanego zadania. Cze$é rozdzialu poswiecono metodom wyznaczania statych nor-
malizujacych gestosé rozkladu prawdopodobienistwa. Zagadnienie to jest kluczowe
w przypadku zaproponowanego sposobu oszacowania prawdopodobienstwa awarii
na podstawie proby losowej z optymalnego rozkladu importance sampling otrzyma-
nej za pomocg Markov chain Monte Carlo. W rozdziale 8 oméwiono réwniez inne
zagadnienia, ktére sg istotne w przypadku proponowanego podejscia: rozszerzenie
poza obszar awarii rozkladu prawdopodobieristwa, z jakiego generowana jest proba
losowa, ocena bledu oszacowania za pomocg metody bootstrap oraz dobdér parame-
tréw tzw. rozkladu pomocniczego. Zamieszczone przyktady numeryczne prezentuja
efektywnosé¢ opracowanej metody w przypadku testowych zadan analizy niezawod-
nosci.

Rozdziat 9 stanowi przyklad analizy niezawodnosci $ciskanej potki blachownicy z imper-
fekcjami geometrycznymi. Zadanie to przedstawia praktyczne zastosowanie oméwio-
nych we wczesniejszej czesci pracy metod modelowania imperfekcji geometrycznych
oraz algorytmoéw analizy niezawodnosci.

Rozdzial 10 zawiera wnioski, spostrzezenia i oméwienie mozliwosci kontynuacji badan.

1.3. Przeglad literatury

Dziedzing nauki, ktérej w najwigkszym stopniu dotyczy ta praca jest analiza nieza-
wodnoéci konstrukeji. Ze wzgledu na wykorzystanie do oceny bezpieczenistwa stochastycz-
nego modelu konstrukeji, w analizie niezawodno$ci szeroko wykorzystuje si¢ probabilisty-
ke, w tym réwniez komputerowe metody statystyczne. W dalszej czesci pracy mozna wige
znalez¢ odwotania to takich zagadniert probabilistycznych jak teoria pdl losowych, symu-
lacje Monte Carlo, symulacje Markov chain Monte Carlo czy metoda bootstrap. W przy-
padku kazdej z wymienionych dziedzin dostepna jest bogata bibliografia. W ponizszym
przegladzie, wymieniono gtéwnie pozycje istotne dla tej rozprawy, a takze wspomniano
prace kluczowe dla rozwoju kazdej z wymienionych dziedzin nauki.

Analiza niezawodnosci konstrukeji jest obecnie dziedzing nauki o dobrze opracowa-
nych podstawach teoretycznych i znajduje zastosowanie w projektowaniu oraz ocenie
stanu, zwlaszcza nietypowych, konstrukcji inzynierskich. Dostepnych jest szereg mono-
grafii i podrecznikéw dotyczacych tej tematyki, mozna wymienié¢ tutaj prace Ditlevsena
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i Madsena [28] Fabera [36] oraz Melchersa [73]. Ciekawe podsumowanie oraz omdéwienie
perspektyw rozwoju analizy niezawodnosci zaprezentowal R. Rackwitz w pracy [93]. War-
to réwniez wspomnie¢ o pozycjach polskojezycznych: monografii J.M. Murzewskiego [82]
i ksigzce autorstwa A. Biegusa po$wigconej analizie niezawodnosci konstrukeji stalowych
[12]. Tematyce analizy niezawodnosci konstrukeji catkowicie poswiecone jest czasopismo
"Structural Safety" wydawane przez Elsevier.

Na rynku dostepnych jest kilka pakietéw oprogramowania shuzacych do analizy nieza-
wodnosci, np.: STRUREL [47], COSSAN [108], NESSUS [119], Proban [124]. Przegladowi
komputerowych systemow analizy niezawodnosci poswiecony zostal numer 1-2 z 2006 ro-
ku czasopisma Structural Safety.

Autorem, powstalej w 1937 roku, jednej z pierwszych prac dotyczacych oceny bezpie-
czetistwa konstrukeji [130] jest polski uczony W. Wierzbicki. Powszechnie za prekursora
analizy niezawodno$ci uwaza si¢ A. Freudenthala, ktérego autorstwa jest praca o bezpie-
czenstwie konstrukeji poddanych losowym obcigzeniom [39]. W przypadku wspdlczesnej
analizy niezawodnosci jedng, z pierwszych kluczowych publikacji jest praca [51] z 1974
roku, gdzie zaproponowano, nazwany od nazwisk autoréow, tzw. wskaznik niezawodnosci
Hasofera-Linda. Definicja tej miary niezawodnosci wykorzystuje linearyzacje powierzchni
granicznej w tzw. punkcie projektowym (punkcie obszaru awarii o najwickszej gestosci
prawdopodobieristwa). Najistotniejsza cecha wskaznika Hasofera-Linda jest niezmienni-
czo$¢ wzgledem definicji stanu granicznego. Brak tej cechy byt zasadnicza, staboscig uzy-
wanego wezesniej tzw. wskaznika Cornella [19].

Sformulowanie wprowadzone przez Hasofera i Linda zostalo rozwinigte przez Rac-
kwitza i Fiesslera w pracy [94]. Wykorzystali oni transformacje niezaleznych zmiennych
losowych o dowolnym rozkiadzie prawdopodobienistwa do standardowego rozkiadu nor-
malnego. W pracy tej zaproponowano rowniez algorytm poszukiwania punktu projekto-
wego.

Idea przedstawiona w [94] byla rozwijana w pracy Hohenbichlera i Rackwitza [54],
gdzie wykorzystano transformacje Rosenblatta [100] oraz w pracy Der Kiureghiana i Liu
[25], w ktoérej zastosowano transformacje Natafa [83] do zamiany dowolnych zmiennych
losowych na standardowy rozkiad normalny. Te dwie metody transformacji sg obecnie po-
wszechnie wykorzystywane w analizie niezawodnosci; pozwalajg one na ocene bezpieczen-
stwa konstrukcji w przypadkach, kiedy znany jest lgczny rozkiad prawdopodobieristwa
oraz, gdy znane sg tylko rozklady brzegowe i macierz korelacji zmiennych losowych.

Metoda oszacowania prawdopodobienistwa awarii, opierajaca si¢ na linearyzacji po-
wierzchni granicznej w przestrzeni standardowych zmiennych normalnych, jest okreslana
skrétem FORM, od ang. First Order Reliability Method [94]. Ze wzgledu na duzg efek-
tywnosé obliczeniows, algorytm ten jest najczesciej stosowany w analizie niezawodnosci
konstrukcji. Dokladniejsze oszacowanie prawdopodobieristwa awarii, mozna uzyska¢ na
podstawie aproksymacji powierzchni granicznej przez powierzchnie drugiego rzedu. Tak
zwana metoda SORM (ang. Second Order Reliability Method) zostala zaproponowana w
pracy [38]. Dokladnosé oraz efektywnosé numeryczna tej metody byla tematem licznych
publikacji, najistotniejsze z nich to [14, 24, 123].
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Inna metodg stosowang do oszacowania prawdopodobienistwa awarii jest catkowanie
Monte Carlo. Poniewaz prawdopodobienistwa awarii konstrukcji sg zazwyczaj bardzo ma-
le, to efektywne wykorzystanie metody Monte Carlo wymaga uzycia metod redukcji
wariancji, z ktérych najpopularniejsza jest importance sampling. Powstalo wiele prac
traktujacych o specyficznych problemach zwigzanych z zastosowaniem metod importance
sampling do oszacowania prawdopodobieristwa awarii, ciekawsze z nich to [58, 74, 107]
oraz praca przegladowa [34]. Importance sampling jest réwniez wykorzystywana do po-
prawy oszacowania uzyskanego metodami FORM i SORM |29, 40, 55].

Ze wzgledu na tematyke tej rozprawy, warto wymienié¢ jeszcze publikacje dotyczace
oszacowania prawdopodobienistwa awarii za pomoca adaptacyjnych metod symulacyj-
nych. Metody te wykorzystujg informacje, jakie sg zdobywane w czasie procesu symulacji
do uaktualniania rozktadu prawdopodobienstwa, z ktérego generowana jest préba loso-
wa. Chyba najczesdciej cytowang praca w tym zakresie jest artykul Buchera [17]. Inne
publikacje to praca Melchersa [75] oraz Wu [131].

Celem analizy niezawodnosci zaleznej od czasu jest uwzglednienie zmiennosci wlasno-
sci konstrukeji w okresie jej uzytkowania. W tym sformulowaniu, jako miar¢ niezawod-
nosci najczesdciej przyjmuje sie prawdopodobienistwo, ze w okreslonym przedziale czasu,
trajektoria funkcji granicznej wyjdzie do obszaru awarii. Oszacowanie tak sformutowane-
go prawdopodobienistwa awarii, uzyskuje si¢ na podstawie przyblizenia asymptotycznego,
ktére zostalo zaproponowane przez Cramamera i Leadbetera [20], badZ gérnego ograni-
czenia przypisywanego Bolotinowi (najczesdciej cytuje sie tutaj prace [13]). Nalezy tutaj
réwniez wymieni¢ prace [105], gdzie podano powyzsze oszacowania w przypadku modeli,
ktore obok proceséw losowych skladajg si¢ takze z niezaleznych od czasu zmiennych lo-
sowych. Zagadnienie analizy niezawodno$ci zaleznej od czasu zostalo takze poruszone w
polskojezycznej publikacji autorstwa P. Sniadego [87].

Kluczowym zagadnieniem zwigzanym z oszacowaniem prawdopodobienstwa awarii w
przedziale czasu jest wyznaczenie czegstosci, z jaka proces funkcji granicznej wychodzi do
obszaru awarii. Podstawowe prace dotyczace tego problemu to, w przypadku wektorowych
proceséw gaussowskich artykut Veneziano, Grigoriu i Cornella [127], a w przypadku pro-
ceséw odnowy o prostokatnych impulsach publikacja Breitunga i Rackwitza [16]. Przeglad
metod oszacowania czestodci wyjsé zostal zamieszczony w pracy Rackwitza [92]. Proble-
mem jest wcigz oszacowanie czestosci wyj$¢é kombinacji proceséw losowych. Jak dotad
zadanie to rozwigzano tylko w kilku przypadkach, co ogranicza mozliwosci praktycznego
zastosowania analizy niezawodno$ci zaleznej od czasu. Ograniczone zastosowanie prak-
tyczne ma réwniez analiza niezawodno$ci systeméw. W ramach tego sformutowania moz-
na ocenié¢ globalne bezpieczenstwo konstrukcji, na podstawie lokalnie okreslonych stanéw
granicznych. Metody oszacowania prawdopodobieristwa awarii systemow sg dobrze opra-
cowane; oméwiono je w pracy [27]. Jednak w tym przypadku, zasadniczym problemem
jest okredlenie systemu awarii. Przedstawienie zaleznosci migdzy funkcjami granicznymi
jest trudne, a w przypadku ztozonych konstrukeji moze okazaé si¢ praktycznie niewyko-
nalne. Jedng z publikacji, gdzie porusza si¢ problem definiowania systeméw awarii, jest
ksigzka Thoft-Christensena i Murotsu [120].
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Podstawy torii pél losowych zostaly przedstawione w ksigzce VanMarcke’a [125]. Za-
stosowanie pdl losowych w analizie niezawodno$ci wymaga przeprowadzenia ich dyskrety-
zacji - aproksymacji przy uzyciu skoriczonej liczby zmiennych losowych w celu oszacowa-
nia prawdopodobienstwa awarii. Przeglad metod dyskretyzacji pél losowych zamieszczono
w raporcie [116]. Przedmiotem wielu publikacji jest modelowanie parametréw materiato-
wych za pomocg jednorodnych pdl losowych. Analiza imperfekcji geometrycznych jest
trudniejsza, gdyz wymaga uwzglednienia warunkéw brzegowych podparcia konstrukeji.
W pracy Mosta, Buchera i Schorlinga [80] zaproponowano wykorzystanie warunkowych
pdl losowych do reprezentacji imperfekeji geometrycznych konstrukeji swobodnie podpar-
tych.

Jednym z celéw pracy jest analiza zastosowania metody wzajemnej entropii (ang.
Cross-Entropy Method) w analizie niezawodnosci konstrukeji. Metoda ta zostata zapro-
ponowana przez R.Y. Rubinsteina w roku 1997, jako adaptacyjny algorytm symulacji
rzadkich zdarzen. Od tego czasu, omawiany algorytm byl intensywnie rozwijany i obecnie
rowniez znajduje zastosowanie w optymalizacji kombinatorycznej. Metodzie wzajemnej
entropii zostala poswiecona monografia autorstwa R.Y. Rubinsteina i D.P. Kroese’a [101].
Ze wzgledu na wykorzystanie tego algorytmu w analizie niezawodnosci, jako metody sy-
mulacji rzadkich zdarzen, warto réwniez wymieni¢ prace autorstwa T. Homem de Mello
i R.Y. Rubinsteina [56]. Wiele publikacji jest dostepnych na stronie internetowej poswie-
conej metodzie wzajemnej entropii: ew3.technion.ac.il/CE | prowadzonej przez Technion
- Israel Institute of Technology.

Poczatki metod Markov chain Monte Carlo siegajg lat piecdziesigtych XX wieku i
badan prowadzonych w laboratorium w Los Alamos. W pracy z 1953 roku N. Metropolis,
wraz ze wspotautorami, przedstawit zastosowanie algorytmu generujacego taricuch Marko-
wa do obliczent z zakresu fizyki statystycznej. Kolejnym waznym krokiem w rozwoju tych
metod byl artykul Hastingsa z 1970 roku [52], gdzie zaproponowano uogdélnienie algoryt-
mu Metropolisa. Tak zwany algorytm Metropolis-Hastings jest podstawowym przyktadem
metod Markov chain Monte Carlo.

Intensywny rozwdéj metod symulacyjnych generujacych taricuchy Markowa miat miej-
sce pod koniec XX wieku, wraz z upowszechnieniem si¢ komputeréw. W latach dziewigé-
dziesiagtych opublikowano liczne prace dotyczace szczegdéléw implementacji, optymalizacji
oraz analizy wlasnosci algorytmow tego rodzaju. Powszechnie cytowany jest artykut L.
Tierney’a [121], ktéry w zwiezly sposéb przedstawia podstawowe zagadnienia zwigza-
ne z tg dziedzing. Problematyka Markov chain Monte Carlo jest réwniez przedmiotem
monografii [46, 68, 96].

Proponowany sposéb oszacowania prawdopodobienistwa awarii, z wykorzystaniem
Markov chain Monte Carlo, wymaga wyznaczenia tzw. stalej normalizujacej gestosé praw-
dopodobieristwa proby losowej. Wsrdd algorytmow stuzacych do rozwigzania tego zagad-
nienia warto wskaza¢ metode bridge-sampling [77] oraz jej rozwiniecie tzw. path-sampling
[42]. W pracy [42] przedstawiono réwniez ciekawe poréwnanie metod wyznaczania statych
normalizujacych. W przyktadach, zamieszczonych w dalszej czesci tej rozprawy, zastoso-
wano algorytmy autorstwa R.M. Neala [84, 85], bedace rozwinigciem bridge-sampling i
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wykorzystujace elementy metod Markov chain Monte Carlo.

Préby zastosowania metod Markov chain Monte Carlo w analizie niezawodnosci byty
juz wezesniej podejmowane, jako przyklad mozna podaé artykut S.K. Au i J.L. Becka [8].
Zaproponowane tam podejscie r6zni si¢ jednak od przedstawionego w tej rozprawie. W
pracy [8] nie wykorzystano metod oszacowania statych normalizujacych. Algorytm Me-
tropolisa rowniez zastosowano do symulacji z rozktadu prawdopodobienistwa parametréw
projektowych obcietego do obszaru awarii, ale na podstawie tak uzyskanej préby losowej
okreslono rozktad importance sampling za pomoca metody kernel density estimation [6].






ROZDZIAL

Analiza niezawodnosci konstrukciji

2.1. Wstep

Reakcja konstrukeji inzynierskiej na dzialanie obcigzen jest uznawana za dopuszczal-
na, jezeli spelnia przyjete kryteria bezpieczenstwa i uzytkowania. Wymagania stawiane
konstrukcjom inzynierskim dotycza: wytrzymalosci na zniszczenie przy zalozonym ob-
cigzeniu, powstania uszkodzen, wystgpienia odksztalcenn uniemozliwiajacych uzytkowanie
itp.. Powszechnie wymagania te nazywa si¢ stanami granicznymi. Jezeli konstrukcja jest
w stanie, w ktérym nie spelnia zalozonych wymagan to méwi sie, ze stan graniczny jest
przekroczony. W analizie niezawodnosci jako awarie okresla si¢ przekroczenie stanu gra-
nicznego. Tak zdefiniowane pojecie awarii rézni sie nieco od potocznego rozumienia tego
stowa. Powszechnie, nastepstwa awarii konstrukeji inzynierskich sa utozsamiane z utrata,
zycia, badZ znacznymi stratami materialnymi. W przypadku analizy niezawodnosci za
awarie uznaje si¢ takze wystgpienie nadmiernych odksztalcen, ktére zazwyczaj ustepuja,
po zmniejszeniu obcigzenia.

W tradycyjnym projektowaniu konstrukeji wykorzystuje sie deterministyczne wartosci
parametrow projektowych. Bezpieczenstwo konstrukeji zwigzane ze zmiennoscig, parame-
tréw konstrukcyjnych zapewnia sie poprzez konserwatywny dobér ich wartosci i poprzez
uwzglednienie w rownaniach stanéw granicznych wspétczynnikéw bezpieczenstwa.

Probabilistyczna analiza konstrukeji moze by¢ traktowana jako rozszerzenie analizy
deterministycznej, poprzez wykorzystanie zmiennych losowych do reprezentacji warto-
Sci parametrow konstrukcyjnych. Takie sformulowanie pozwala na jawne uwzglednienie
zmiennosci parametrow projektowych. W rezultacie, mozliwa jest budowa modelu mate-
matycznego, ktéry pozwala oszacowad, jakie jest prawdopodobienistwo okreslonego zacho-
wania konstrukcji. Przedmiotem analizy niezawodnos$ci jest wyznaczenie, na podstawie
probabilistycznego modelu konstrukceji, prawdopodobienstwa awarii, ktora jest rozumiana
jako przekroczenie stanu granicznego. W dalszej czesci tego rozdzialu oméwione zostanie
modelowanie konstrukeji za pomoca zmiennych losowych, metody obliczania prawdo-
podobieristwa awarii oraz zostanie zdefiniowana miara bezpieczenstwa, bedaca funkcjg
prawdopodobienstwa awarii.

19
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2.2. Pojecia podstawowe

Jak wspomniano, probabilistyczna analiza konstrukeji wykorzystuje modele matema-
tyczne, w ktérych przynajmniej czes¢ parametréw ma charakter zmiennych losowych.
Ponizej zostang, przypomniane niektére definicje z zakresu probabilistyki, pomocne do
zdefiniowania modelu stosowanego w analizie niezawodnosci konstrukcji. Pelne, przejrzy-
ste wprowadzenie do probabilisytki mozna znalez¢, miedzy innymi, w pracy [89].

Ogdlne sformutowanie problemu analizy niezawodnosci niezaleznej od czasu zakla-
da, ze parametry konstrukcyjne (np. wymiary, parametry materialowe, mnozniki obcig-
zen), ktérych wartosci charakteryzuje niepewnosé, sg reprezentowane przez n-wymiarowd,
zmienna, losowa, nazywang réwniez wektorem losowym,

X:{Xl,XQ,...,Xn}, (21)

gdzie X1, Xo,..., X, sg jednowymiarowymi zmiennymi losowymi - funkcjami przeksztal-
cajacymi zbiér zdarzen elementarnych w zbidr liczb rzeczywistych. Wektor losowy przyj-
muje wartosci w n-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych R". Funkcja P rozktadu
prawdopodobienistwa wektora losowego wyznacza jego dystrybuante

F(x)=P{y1,y2, - Un} 1 < x1,Y2 < Toyo ooy Y < Tp), (2.2)

gdzie x = (x1,29,...,r,) oznacza realizacje zmiennej losowej. Zmienna losowa X jest
typu ciaglego, jedli istnieje nieujemna funkcja gestosci prawdopodobienistwa f, taka ze

X1 xro Tn
Vs aoan F (21, T2, ..., 22) = / / / fyi, v, .- yn)dyr, dys, ..., dy, . (2.3)

Stany graniczne w analizie niezawodno$ci wyraza sie poprzez, okreslong na parame-
trach losowych, tzw. wogdlniona, funkcje graniczna g(X). Przyjmuje sig, ze konstruk-
cja spelnia zalozone wymagania, nie wystepuje przekroczenie stanu granicznego, jesli
g9(X) > 0; méwi sie réwniez, ze konstrukcja jest w stanie bezpiecznym. Jezeli g(X) = 0
przyjmuje si¢, ze zachodzi stan graniczny. Takie sformulowanie jest zwigzane z bardziej
precyzyjng definicjg stanu granicznego niz podana we wstepie do tego rozdziatu. W pracy
[28] stan graniczny odpowiadajacy danemu warunkowi, jaki powinna spetnia¢ konstrukeja,
okredla si¢ jako stan konstrukeji, wlaczajac obcigzenia, w ktérym przestaje ona spetniaé
ten warunek. W przypadku gdy stan graniczny jest przekroczony zachodzi ¢g(X) < 0.
Ponadto przyjmuje sie, ze konstrukecja jest w stanie awarii, jezeli g(X) < 0. Tak wiec w
przestrzeni zmiennych losowych mozna zdefiniowaé¢ dwa obszary: tzw. obszar bezpieczny

Qs ={x:9(x) >0} (2.4)
oraz obszar awarii
Qp ={x:g(x) <0} (2.5)

Granice obszaru awarii g(x) = 0 nazywa si¢ powierzchnia, graniczna. Prawdopodobieristwo
awarii jest prawdopodobienstwem zdarzenia losowego okreslonego przez obszar awarii:

Py = P() = P(g(X) < 0). (2.6)
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Jedli dla rozktadu prawdopodobieristwa istnieje funkcja gestosci, to prawdopodobienistwo
awarii mozna wyrazi¢ za pomocs, catki

Py = g f(x)dx. (2.7)

Przynaleznosé¢ punktu do obszaru awarii okresla tzw. funkcja charakterystyczna obszaru
awarii, ktora definiuje si¢ jako

1, jesli x € Qy;
0, w przeciwnym przypadku.

In,(x) = { (2.8)
Korzystajac z (2.8), prawdopodobienistwo awarii okresla sie jako warto$é oczekiwana, funk-
cji charakterystycznej obszaru awarii

Py = B(ln, (X)) = [ o, (x)f(x)ix (2.9)

n

W literaturze czasami przyjmuje sie zalozenie, ze funkcja graniczna g jest okreslona
tak, ze dla powierzchni awarii Qy = {x : g(x) = 0} zachodzi P(X € Qy) = 0. Przyjecie
tego zalozenia rozwigzuje dylemat czy wystgpienie stanu granicznego uznaé za awarie,
czy za stan bezpieczny. Wtedy bowiem prawdopodobienstwo obszaru awarii okreslonego
wzorem (2.5) oraz prawdopodobieristwo €y = {x : g(x) < 0} sg sobic réwne. Wazng
cechg, prawdopodobieristwa awarii zdefiniowanego przez (2.6) jest niezmienniczo$é wzgle-
dem postaci funkcji granicznej. Zauwazmy, ze stan graniczny mozna wyrazi¢ za pomocs,
roznych funkcji g, ktére przyjmuja wartosci dodatnie, jezeli konstrukcja jest w stanie
bezpiecznym, a ujemne w przypadku awarii.

Konstrukcje inzynierskie projektowane sg tak, aby zapewnié¢ jak najwyzszy poziom
bezpieczenstwa, w praktyce prawdopodobienstwo awarii przyjmuje wigc bardzo mate war-
todci; na przyklad z przedziatu miedzy 9.96 - 1078 a 1.59 - 10!, Poniewaz raczej trudno
postugiwaé sie wielkosciami z tego zakresu jako miare bezpieczeristwa wprowadzono tzw.
wskaznik niezawodnosci

B =—0"1(Py), (2.10)

gdzie @71 jest funkcjg odwrotng, dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego (roz-
ktadu normalnego o zerowej wartosci $redniej i jednostkowej wariancji). W przypadku
podanych wyzej wartosci prawdopodobienistwa awarii, § wynosi odpowiednio 5.2 oraz 1.
Wykres przedstawiajacy zaleznosé 3 od Py przedstawia rysunek 2.1,

Przyklad 2.1: Elementarne zadanie analizy niezawodnosci. Pojecia zwiazane z
analiza niezawodnosci czesto przedstawia sie na przyktadzie prostych konstrukcji takich, jak
rozciggany pret lub proste ustroje belkowe. Rozpatrzmy belke wspornikowa o dtugosci [ i
symetrycznym przekroju ze wskaznikiem wytrzymatosci na zginanie W (rys. 2.2). Przyjmijmy,
ze sita skupiona P dziatajaca na swobodnym koricu belki, oraz granica plastycznosci materiatu
R sa modelowane niezaleznymi zmiennymi losowymi Xp oraz Xy o rozktadzie logarytmiczno-
normalnym. Zatézmy, ze wymaga sig, aby naprezenia sprezyste powstate w wyniku zginania
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RYSUNEK 2.1. Zalezno$¢ miedzy wskaznikiem niezawodnosci 8 a prawdopodobienistwem awarii
Py.

nie przekroczyly granicy plastycznosci. Ten stan graniczny mozna wyrazi¢ za pomoca funkgji
9(Xp, Xg) = WXg — I Xp, lecz réwniez g*(Xp, Xg) = WXg/IXp — 1. Funkcje te maja
rézne wtasnosci (rys. 2.3), ale w przestrzeni zmiennych losowych, gdzie taczna funkcja gestosci
prawdopodobienstwa jest niezerowa, wyznaczaja taki sam obszar awarii:

Qr = {(xzp,zr):g(xp,zr) <OA f(zp,zr) >0}, (2.11)
= {(zp,zR) : g"(zp,xg) < OA f(xp,zr) > 0}.

Funkcja f(zp,zr) w (2.11) jest taczna gestoscia prawdopodobieristwa zmiennych losowych
Xp i Xg. Prawdopodobieristwo awarii (2.7) zalezy od obszaru awarii, wiec dla obu funkgji
granicznych jest réwne.

W powyzszym modelu preta wspornikowego przyjeto, ze dwa parametry konstrukcyjne
maja charakter zmiennych losowych. Przede wszystkim zrobiono tak, ze wzgledu na tatwos¢
graficznej prezentacji dwuwymiarowej przestrzeni zmiennych losowych. Jednak nic nie stoi
na przeszkodzie, aby przyja¢, ze pozostate parametry konstrukcyjne maja réwniez charakter
zmiennych losowych. Zaktadajac, ze dodatkowo dtugos¢ wspornika [ i wskaznik wytrzyma-
tosci jego przekroju na zginanie W sa zmiennymi losowymi, otrzymuje sie czterowymiarowe
uogdlnione zadanie niezawodnos$ci. Powyzszy problem analizy niezawodnos$ci mozna réwniez
sformutowac w nieco inny sposéb. Zdefiniujmy nastepujace funkcje podstawowych zmiennych
losowych: Yr(X;, Xgr) = XwXg - wytrzymatosci na zginanie, oraz Yp(X;, Xp) = X, Xp -
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A

obszar awarii: g(%,%) <0

1 (25) = const

Q,

powierzchnia awarii: g(x,x,) = 0

obszar bezpieczny: g(%,,%;) > 0

Qs

Xg
RysSuNEK 2.2. Ilustracja zadania analizy niezawodno$ci preta wspornikowego.

momentu zginajacego. Zmienne losowe Xy i X; modeluja odpowiednio wskaznik wytrzymato-
$ci przekroju na zginanie oraz dtugo$¢ preta. Oczywiscie funkcje Yx i Yp réowniez sa zmiennymi
losowymi.

Rozwazany stan graniczny przekroczenia granicy plastycznosci przez naprezenia sprezyste
mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji G(Yg,Yp) = Ygr — Yp. Przy zatozeniu, ze Yr i Yp sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi, prawdopodobieristwo awarii (2.7) ma postaé:

= [ [ Rt atomduedse, (2.12)

gdzie fp, fr sa gestosciami rozktadéw prawdopodobieristwa odpowiednio zmiennych Yp i
Y. Korzystajac z Fg - dystrybuanty (2.2) zmiennej Yz, wzdr (2.12) mozna przeksztatci¢ do
postaci

Py = /_OO Fr(yp) fr(yr)dyp. (2.13)

[e.e]

Graficzna reprezentacje tej catki przedstawia rysunek 2.4, jak widaé catkowany jest iloczyn
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RYSUNEK 2.3. Funkcje stanéw granicznych: ¢(Xp,Xg) = WXg — [Xp - linie ciaggle,
g (Xp,Xg) = WXg/IXp — 1 -linie przerywane.

prawdopodobiedstw P(Yr < yp) i P(yp < Yp < yp + dyp). Sformutowanie problemu nie-
zawodnosci z wykorzystaniem zmiennych losowych modelujacych charakterystyki wytrzyma-
tosciowe oraz odpowiadajace im sity wewnetrzne nosi nazwe podstawowego problemu nie-
zawodnosci. Ciekawa cecha tego sformutowania jest zastapienie wielowymiarowej catki (2.9)
catka (2.13), ktéra jest okreslona w jednym wymiarze. Jak zobaczymy w dalszej czesci pra-
cy obliczanie catek wielowymiarowych jest trudnym problemem numerycznym. Wykorzystanie
sformutowania (2.13) moze sie wiec wydawa¢ atrakcyjna alternatywna wobec (2.9). Zwrdé-
my jednak uwage, ze zastosowanie (2.13) wymaga okreslenia rozktadéw prawdopodobieristwa
zmiennych Yx i Yp, co w wigkszosci przypadkéw jest problemem réwnie ztozonym, jak obli-
czenie catki (2.9).

2.3. Metody numeryczne analizy niezawodno$ci

Obliczenie calki we wzorze (2.9) w praktyce okazuje si¢ by¢ trudnym problemem.
Zastosowanie metod analitycznych jest mozliwe tylko w szczegdlnych przypadkach. Za-
skakujacym jest fakt, ze ograniczone zastosowanie majg réwniez standardowe metody
catkowania numerycznego, jak metoda trapezéow czy metody oparte na wielomianach.
Koszty numeryczne wykorzystania kwadratur rosng bowiem wykladniczo wraz ze wzro-
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RYSUNEK 2.4. Graficzna interpretacja wzoru (2.13).

stem liczby wymiaréw przestrzeni, w ktorej okreslona jest catka. Uwaza si¢, ze kwadratu-
ry mozna stosowaé, jesli przestrzen zmiennych losowych ma co najwyzej pie¢ wymiarow.
Zbudowanie realistycznego modelu konstrukeji wymaga zazwyczaj wykorzystania znacz-
nie wigkszej od pieciu liczby parametréw losowych. Popularng metodg catkowania funkcji
okreslonych w duzej liczbie wymiaréw jest symulacja Monte Carlo. Znajduje ona szerokie
zastosowanie w analizie niezawodnosci. Ze wzgledu na male wartosci prawdopodobieristwa
awarii zazwyczaj wykorzystuje si¢ metode importance sampling, bedaca przykladem me-
tod Monte Carlo o zmniejszonej wariancji. Do oszacowania prawdopodobieristwa awarii
stosuje sie réwniez metody aproksymacyjne, opierajace si¢ na szczegdlnych wiasnosciach
gausowskiej przestrzeni standardowej, do ktérej transformuje si¢ problem. Transformacja
przestrzeni zmiennych losowych do gausowskiej przestrzeni standardowej bywa réwniez
stosowana w polgczeniu z metodami symulacyjnymi, od jej omdéwienia rozpoczyna si¢
wigc podrozdzial przedstawiajagcy metody obliczania prawdopodobienstwa awarii.

2.3.1. Gaussowska przestrzen standardowa

Wielowymiarows zmienng losows, ktérg tworzg niezalezne zmienne normalne Uj,
1 = 1,...,n o zerowych wartosciach érednich i jednostkowych wariancjach, nazywa si¢
gausowska, przestrzenia, standardowa; bedziemy ja oznaczali U = {Uy, Us, . .., U, }. Zmien-
na losowa U jest wielowymiarows zmienng normalng o zerowym wektorze wartosci sred-
nich i jednostkowej macierzy kowariancji. Funkcja acznej gestosci prawdopodobieristwa
gaussowskiej przestrzeni standardowej ma nastepujacg postac

n

pulw) =9 (2.0.0 =TT (w00 = T[ = ex0 (-gu) @2.14)

gdzie ¢(u, 0,1) oznacza funkcje tacznej gestosci prawdopodobienstwa rozkladu normalne-

go w przypadku realizacji zmiennej losowej u, zerowego wektora wartosci oczekiwanych



26 2. ANALIZA NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI

0 i jednostkowej macierzy kowariancji I.

Funkcja ¢, jest obrotowo symetryczna wzgledem poczatku ukltadu wspétrzednych, a
jej warto$¢ maleje wykladniczo wraz z odlegloscig od tego punktu. Z powyzszych whasno-
Sci wynika, ze w zbiorze F € U maksimum gestosci prawdopodobienistwa znajduje si¢ w
punkcie najblizszym poczatkowi uktadu wspotrzednych:

=, (mi 2.1
max ¢, () = @, (min [uf), (2.15)

gdzie [ul = (301, u?)l/ ? jest normg euklidesows, wektora u.
Niech dana bedzie funkcja liniowa

ga(w) = B =Y, (2.16)
=1

gdzie Y a? =1 oraz § > 0. W przypadku (2.16) nieréwnos¢ okreslajacg obszar awarii
gs(u) < 0 mozna zapisaé jako

B< au (2.17)
1=1

Ze wzgledu na obrotowsg symetrie funkcji gestosci prawdopodobienistwa gaussowskiej prze-
strzeni standardowej, prawdopodobieristwo obszaru awarii okreslonego przez (2.17) spel-
nia nastepujacg tozsamosé

P(ﬁg z:;aU) = P(B <U), (2.18)

gdzie U jest zmienng normalng o zerowej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji.
Prawdopodobienstwo w (2.18) jest okreslone nastepujacym wyrazeniem

P(8 < U) = (=), (2.19)

gdzie, jak wspomniano wczesniej @ jest dystrybuantg rozktadu normalnego.

Tak wigc prawdopodobieristwa obszaru awarii ograniczonego hiperptaszczyzng w gaus-
sowskiej przestrzeni standardowej, mozna oszacowaé¢ wyznaczajac warto$é dystrybuanty
rozktadu normalnego, zamiast catkowaé¢ funkcje wielu zmiennych.

Wykorzystanie oméwionych wiasnosci gaussowskiej przestrzeni standardowe;j jest pod-
stawg, metod aproksymacyjnych stosowanych w analizie niezawodnosci. Zmienne losowe
wystepujace w modelach analizy niezawodnosci moga mieé¢ oczywiscie rézne rozktady,
jak réwniez mogg by¢ skorelowane. Przeprowadzenie obliczert w gaussowskiej przestrze-
ni standardowej wymaga transformacji przestrzeni zmiennych losowych wystepujacej w
analizowanym modelu.
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RyYSUNEK 2.5. Transformacja obszaru awarii. Obszar awarii {2y wyznaczony przez liniows
funkcje awarii w przestrzeni X z niezaleznym rozkladem wyktadniczym jest transformowany
na obszar Ay o silnie nieliniowej powierzchni awarii w gaussowskiej przestrzeni standardowe;j
U. Przyklad zaczerpniety ze [103].

2.3.2. Transformacja wektora losowego do gaussowskiej przestrzeni stan-
dardowej

Wymaga sie, aby stosowana w analizie niezawodnosci transformacja 7' : X — U pod-
stawowe]j zmiennej losowej X do gaussowskiej przestrzeni standardowej U, zachowywala
prawdopodobienistwo obszaru awarii. Warunek ten zapisuje si¢ jako

Py = g j"(x)d}c:/A ©y(u)du, (2.20)

gdzie Ay jest obszarem awarii w gaussowskiej przestrzeni standardowej. Obszar Ay jest
okreslony przez nastepujacg transformacje

Qr ={x:9(x) <0} — Ay ={u:G(u) <0}, (2.21)

gdzie G(U) jest funkcjg graniczng w gaussowskiej przestrzeni standardowej, okreslong
przez odwrotng transformacj¢ zmiennych losowych X = 7-1(U)

G(u) = g(T™ (u)). (2.22)

Nieliniowe zaleznosci miedzy rozkladami prawdopodobieristwa powodujg zmiane wiasno-
$ci geometrycznych obszaru awarii w wyniku transformacji (rys. 2.5).

Jezeli sktadowe wektora losowego X sg nieskorelowane, mozna je przetransformowaé
niezaleznie korzystajac z tozsamosci ®(u;) = F,(x;), gdzie F, jest dystrybuanta rozkta-
du prawdopodobieristwa zmiennej losowej X;. Tak wigc transformacja zmiennej losowej
X; na zmienng losowg, U; jest dana wzorem u; = @' (F,(z;)), a transformacja odwrotna
do niej z; = Fii! (®(uy)).
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W przypadku, kiedy skladowe wektora losowego sg skorelowane mozna zastosowad
tzw. transformacje Rosenblatta [100], ktérg jako pierwsi w analizie niezawodnosci za-
stosowali Hohenbichler i Rackwitz [54]. Transformacja Rosenblatta przeksztalca kolejne
sktadowe zmiennej losowej zgodnie z naste¢pujaca sekwencja,

(I)(ul) :FXl(ajl)
D(ug) =Fx,(za|71)

D(us) =Fx, (22|21, 72) (2.23)
(I)(un) :FXn(xn’xlv XLy wxn—l) )
gdzie Fy,(x;|x1, 22, ..., T,_1) oznacza dystrybuante warunkowego rozkltadu prawdopodo-
bieristwa X; pod warunkiem {X; = 21, Xy = 29,...,X,,.1 = z,_1}. Jezeli znana jest

funkcja tacznej gestosci prawdopodobieristwa f zmiennej X, to wtedy F'y, mozna wyrazi¢
w nastepujacy sposob

_ ff;o in(xlvaa R ,l’i_l,t)dt

Fx. (zi|lxy, 20, ... 2i1) = , 2.24
x(@ilen, 22 ! Ixio (@1, @0, i) (2:24)
gdzie fx,(w1,2,...,1;) jest funkcjg gestosci prawdopodobieristwa rozkladu brzegowego

ij($1,$2,...7$j) = / / fx(xl,xg,...,$n)d$j+1,...,d$n. (225)

Tak zdefiniowana transformacja nie jest jednoznaczna. Jak zauwazyl Rosenblat [100] ko-
lejno$é transformacji sktadowych wektora losowego mozna wybraé¢ na n! sposobéw. Ko-
lejno$é, w jakiej wykonywana jest transformacja, ma wplyw na ksztalt obszaru awarii w
gaussowskiej przestrzeni standardowej, od ktérego zalezy efektywnosé algorytméw anali-
zy niezawodnosci [54]. Jezeli funkcja Fx, nie ma prostej postaci, to transformacja wymaga
zastosowania catkowania numerycznego.

2.3.3. Metoda analizy niezawodno$ci pierwszego rzedu (FORM)

Metoda FORM (ang.First Order Reliability Metod) [50] opiera si¢ na wykorzystaniu
wilasnodci gaussowskiej przestrzeni standardowej. Zagadnienie analizy niezawodnos$ci w
gaussowskiej przestrzeni standardowej U sformulujemy postugujac si¢ funkcja graniczng
G(U). Obszar awarii jest wiec okredlony jako Ay = {u : G(u) < 0}, a prawdopodobieri-
stwo awarii wyraza catka

Py :/A @y (u)du . (2.26)

Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii metodg FORM wymaga okreslenia punktu, kté-
ry jest najblizszy poczatkowi uktadu wspotrzednych - tzw. punktu projektowego:

u" = arg min||ul|. (2.27)
uEAf
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,(u) = const

RYSUNEK 2.6. Przyblizenie obszaru awarii metoda, FORM.

Przyblizenie prawdopodobienistwa awarii otrzymuje sie¢ na podstawie wyrazenia
Py~ d(—B), (2.28)
gdzie 3 jest odlegloscig punktu projektowego od srodka uktadu wspétrzednych
B=lu. (2.29)

Metoda FORM zamienia wigc problem catkowania (2.26) na problem optymalizacji (2.27),
ktéry mozna rozwigzaé za pomocg dowolnego algorytmu optymalizacji z ograniczeniami
nieréwnosciowymi.

Zauwazmy, ze réwnanie (2.29) sugeruje interpretacje indeksu niezawodnosci (2.10)
jako najmniejszej odleglo$ci obszaru awarii od poczatku uktadu wspétrzednych w gaus-
sowskiej przestrzeni standardowej.

Przyblizenie prawdopodobieristwa awarii (2.28) opiera si¢ na linearyzacji funkcji gra-
nicznej G w punkcie projektowym:

G(u) =~ En: a;;, (2.30)
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gdzie a jest wektorem jednostkowym o kierunku przeciwnym do kierunku gradientu
funkcji G w punkcie u*:
VG(u)

i eI (2.31)

u=u*

Na podstawie wlasnosci gaussowskiej przestrzeni standardowej (2.18) prawdopodobieri-
stwo zdarzenia, zdefiniowanego przez pélprzestrzen aproksymujaca obszar awarii A F =
{u: G(u) <0}, okredla wzér (2.19), ktéry jest réwnowazny (2.28).

2.3.4. Metoda analizy niezawodnosci drugiego rzedu (SORM)

1%)

U fv.,)

i \§ Af

u*

\

==

(231

o, (u) = const

Vi

RYSUNEK 2.7. Przyblizenie obszaru awarii metoda SORM.

Algorytmy analizy niezawodno$ci, wykorzystujace rozwiniecie funkcji granicznej w
szereg Taylora drugiego rzedu, okreslane sa jako metody SORM (ang. Second Or-
der Reliability Method). Ponizej zostanie przedstawione najpopularniejsze sformutowanie
SORM, bazujace na asymptotycznej aproksymacji prawdopodobieristwa obszaru awarii
okreslonego przez przyblizenie drugiego rzedu funkcji granicznej [15].

W metodzie SORM funkcje graniczng aproksymuje sie wokoét punktu projektowego
u* zdefiniowanego, tak jak w przypadku FORM (por. (2.27)). Zaklada sig, ze funkcja
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graniczna jest ciggla i co najmniej dwukrotnie rézniczkowalna w otoczeniu punktu pro-
jektowego. Znajac punkt projektowy wykonuje si¢ transformacje ortogonalng przestrzeni
U do przestrzeni V takiej, ze punkt projektowy ma wspélrzedne v* = [0,0,...,0,0], a
mieszane drugie pochodne transformowanej funkcji granicznej G,(v) w tym punkcie s
zerowe. Zalézmy istnienie funkcji f takiej, ze

Go(V_pn, f(v_yp)) =0, (2.32)
gdzie v_,, = (v1,v9,...,0,_1). Przyjmijmy ponadto, ze jezeli v jest zawarte w obszarze
awarii

A ={v:G,(v) <0}, (2.33)

to zachodzi v, > f(v_,). Rozwinigcie drugiego rzedu funkcji f w punkcie v* ma naste-
pujacy postac

n—1
1

fvon) = s(von) =0+ 5 z; KV, (2.34)
gdzie ki, i = 1,...,n — 1 s krzywiznami gléwnymi powierzchni awarii G,(v) w punkcie

projektowym. Krzywizny k; majg nastepujaca postac

Pf(v_n)

Ki = ———— 1=1,2,...,n—1. 2.35
81)12 v_np,=0 ( )

Korzystajac z przyblizenia powierzchni granicznej (2.34) prawdopodobieristwo awarii wy-
raza si¢ jako

n

R
= / / (PuvndvnSDU(an)dvfn
R 1 f

/I;n 1 \Z( n)

— [ Bsteevoive,
:/Rnl ( ﬁ——va)cpuv_n)dV_ (2.36)

Nastepnie, za pomocg, rozwinigcia w szereg Taylora wyrazenia:
In®(—B — 2) ~ In &) — av(~B), (2.37)
gdzie Y(—0) = pu(—0)/P(—1), oszacowanie (2 36) przeksztalca sie do postaci

Py~ ®(—p) /R exp (——¢ ZH v ) 1T mexp (—lv )dv_n
= ®(—6)ﬁ/z \/12—7Texp (—%vf(l + “i¢(_5))) d;

= a(-5) [T+ (-6

Py = / ]Af(V)qu(v—n)‘pu(vn)dv—ndvn

Q

CuUndvg (v, )dv_,

(ST

(2.38)
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Powyzszy wzér daje dobre oszacowanie prawdopodobieristwa awarii, jezeli |3| > 1 oraz
1 —¢(=pB)k; > 0. Wzér (2.38) zostal zaproponowany przez Hohenbichlera i Rackwitza
[55] a jest on modyfikacja, oszacowania podanego przez Breitunga [14], asymptotycznie
zbieznego w przypadku [ — oo:

n—1

Prr®(=0) [ (1 +r:08)"

i=1

N

(2.39)

Poréwnujac graficzne interpretacje metod FORM i SORM (rys. 2.6,2.7) mozna zauwazy¢,
ze oszacowanie drugiego rzedu rézni si¢ od oszacowania pierwszego rzedu uwzglednieniem
krzywizn powierzchni awarii.

2.3.5. Metoda Monte Carlo

Terminem metody Monte Carlo okreslane sg algorytmy, w ktoérych do rozwigzania
problemu wykorzystuje sie analize statystyczng préby losowej otrzymanej w wyniku sy-
mulacji. Metody te sg powszechnie stosowane do numerycznego catkowania funkcji wie-
lowymiarowych zmiennych losowych; do tej klasy probleméw nalezy rowniez oszacowanie
prawdopodobieristwa awarii (2.6). Metoda Monte Carlo w przypadku analizy niezawod-
nosci polega na generowaniu, zgodnie z przyjetym rozktadem prawdopodobienstwa, reali-
zacji parametrow konstrukcyjnych o charakterze losowym. Nastepnie sprawdza si¢, czy w
przypadku otrzymanych realizacji spelniony jest stan graniczny. Przyblizenie prawdopo-
dobienistwa awarii otrzymuje si¢ na podstawie oszacowania wartosci oczekiwanej funkcji
charakterystycznej obszaru awarii, otrzymanego za pomocs estymatora wilasciwego w
przypadku przyjetej metody symulacji. Efektywne wykorzystanie Monte Carlo w analizie
niezawodno$ci wymaga rozwigzania nastepujacych probleméw:

e opracowania efektywnej metody symulacji losowych parametréw konstrukcyjnych
(wiarygodne oszacowanie prawdopodobieristwa awarii powinno by¢ mozliwe na pod-
stawie jak najmniejszej liczby symulacji);

e oceny wplywu, jaki na przyjeta metode symulacji ma ztozonos$¢ obliczeniowa funkcji
granicznej,

e przyjecia metody szacowania prawdopodobienistwa awarii na podstawie uzyskanych
symulacji;

e oszacowania bledu zastosowanego oszacowania.

Ponizej zostang przedstawione, czgsto stosowane w analizie niezawodnosci, odmiany me-
tody Monte Carlo.

2.3.6. Klasyczne catkowanie Monte Carlo

Klasyczna metoda Monte Carlo wykorzystuje niezalezng prébe losowsg
(XM XA XM otrzymang poprzez generowanie liczb losowych bezposrednio
z rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej modelujacej parametry konstrukcji.
Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii, traktowanego jako wartos$¢ przecietna funkcji
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charakterystycznej obszaru awarii (2.9), uzyskuje si¢ za pomocg estymatora

_ 1< ;
Pp, = =3I, (X0), (2.40)
i=1

ktéry jest nazywany empiryczna wartoscia przecietna. Na podstawie Mocnego Prawa
Wielkich Liczb ciag Py, jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1 do E(lg ;(X)). Blad
estymatora (2.40) wyraza si¢ za pomocy jego wariancji, ktérag w przypadku funkeji cha-
rakterystycznej obszaru awarii okresla wyrazenie:

_ 1
fon = Var(an) = E/ ([Qf (X) - F []Qf (X)D2 f(x)dx (2.41)
RTL
1
= — (B[, (X)) - B[l (X f) (2.42)
Oszacowanie Vp, na podstawie proby losowej {X), X® ... XM} moima otrzymaé za

pomocy estymatora

L3 (1, (X0) - 7). 24

i=1

Van -

Doktadnosé oszacowania (2.40) czesto jest okreslana przy wykorzystaniu tzw. wspdtczyn-

nika zmiennosci estymatora, zdefiniowanego jako
Ve, )2

o= Vo) (2.44)

Py,

Alternatyws dla wyznaczenia oszacowania punktowego i jego bledu jest okreslenie tzw.

przedziatu ufnosci, w ktérym z przyjetym poziomem ufnosci zawiera sie prawdopodobieri-

stwo awarii Py. Przedzial ufnosci estymatora (2.40) mozna wyznaczy¢ korzystajac z faktu,

ze zmienna losowa
1x» ,
3 I, (XO) — B [Io, (X)]

na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego, ma asymptotycznie standardowy rozktad

Y, = (2.45)

normalny A (0, 1). Niech C bedzie przyjetym poziomem ufnosci, a k - kwantylem rozktadu
N(0,1) rzedu 3(1 — C), wtedy dla n — oo zachodzi

P(k<Y,<—k)=C (2.46)

Majac oszacowanie prawdopodobienistwa awarii (2.40) oraz oszacowanie jego wariancji
(2.43), na podstawie wzoréw (2.43) i (2.46), otrzymujemy przyblizenie przedziatu ufnosci
prawdopodobienstwa awarii:

P (an +ky/Vp, <Py <Py —k Van) e (2.47)

Liczbe symulacji jaka nalezy wykonaé¢, aby otrzymaé estymator o zagdanym wspot-
czynniku zmienno$ci, mozna okresli¢ na podstawie wzoru

1-P
é=y/—=1=, (2.48)
TLan
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ktéry otrzymuje sie podstawiajac do (2.44) wyrazenie (2.42). Jak widaé, liczba koniecz-
nych symulacji nie zalezy od liczby wymiaréw zmiennej losowej, co jest jedna z zalet
klasycznej metody Monte Carlo. Blad tej metody jest jednak odwrotnie proporcjonal-
ny do wielkosci prawdopodobienistwa, ktére ma byé oszacowane. Aby osiggnaé poziom
zmiennosci estymatora é = 0.1 dla Py = 3.16 - 107°, co odpowiada wskaznikowi nie-
zawodnosci 8 = 4, nalezy wykonaé¢ ponad 3 - 10° symulacji. Szczegdlnie w przypadku,
gdy obliczenie funkcji awarii wigze si¢ z wykonaniem analizy metoda, elementéw skoriczo-
nych, koszty numeryczne klasycznej metody Monte Carlo sg bardzo duze. Pomimo tego,
klasyczne sformutowanie Monte Carlo znajduje zastosowanie praktyczne ze wzgledu na
prostote implementacji.

2.3.7. Metoda importance sampling

Klasyczna metoda Monte Carlo w analizie niezawodnosci wykorzystuje symulacje
otrzymane z rozkladu prawdopodobienistwa losowych parametrow konstrukcji. Prawdo-
podobienstwo awarii mozna réwniez oszacowaé¢ na podstawie probek z innych rozktadéw
prawdopodobienstwa. Okazuje si¢, ze odpowiedni dobér rozkladu prawdopodobienstwa
do rozwigzywanego problemu pozwala znacznie zmniejszy¢ liczbe symulacji, potrzebnych
do otrzymania oszacowania o wymaganej doktadnosci. Metoda wykorzystujaca to podej-
Scie jest nazywana importance sampling, jej sformulowanie przedstawione ponizej dotyczy
analizy niezawodnog$ci, ale znajduje ona powszechne zastosowanie w problemach, gdzie
konieczne jest oszacowanie wartosdci oczekiwanej funkeji zmiennych losowych [53].

Oszacowanie prawdopodobieristwa awarii (2.9) za pomoca metody importance sam-
pling otrzymuje si¢ na podstawie niezaleznej proby losowej { XM, X®) . X1 uzyska-
nej z rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci g, korzystajac z estymatora:

F(X)
g(X®)’

B, (X)) ~ -3 I, (X) (2.49)

Powyzsza aproksymacja opiera si¢ na nastgpujacym przeksztalceniu wyrazenia (2.9):

i [ oL

—q(x)dx. 2.50
et (2.50)
Jezeli supp(q) D supp(f), to estymator (2.49) jest zbiezny do (2.9) tak, jak klasyczny

estymator Monte Carlo (2.40). Zbiezno$¢ estymatora (2.49) jest wigc zapewniona dla
prawie dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa ¢, jednak tylko niektére rozklady po-
zwalajg uzyskaé¢ oszacowanie efektywniejsze niz w przypadku klasycznej metody Monte
Carlo. Wariancje prawdopodobienistwa (2.50) okresla wzér

Io,(X)f(X)\ (1o, (X)f*(X) Io,(X) (X))
v (M) B (M) - (B () e
wyrazenie to przyjmuje skoriczona wartosé tylko wtedy, gdy

Io, X)X\ _ [ =&,
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7 powyzszego wzoru wynika, ze rozklady ¢, ktére w obszarze awarii maja "lzejsze ogony"
niz f, a wiec f/q jest nieograniczone, nie mogg by¢ stosowane w importance sampling,
poniewaz wtedy wariancja (2.51) jest nieograniczona. Jezeli symulacja zostata przepro-
wadzona z wykorzystaniem ¢, w przypadku ktérego f/q jest nieograniczone, to wagi
f(x:)/q(x;) wykazuja duza zmiennosé¢ i nieproporcjonalnie wyrézniaja maly grupe ele-
mentéw proby losowej. W szezegdlnosei, wariancja estymatora (2.51) jest ograniczona,
jezeli speliony jest warunek

Jx) < M Vx € Qy, (2.53)

q(x)

gdzie M jest liczba calkowita. Posrédd rozkltadéw ¢ zapewniajacych skonczong wariancje
estymatora (2.49) mozna wskaza¢ optymalny rozklad (minimalizujacy wariancje) w przy-
padku danego obszaru awarii i rozktadu prawdopodobienistwa f. Jest on dany wzorem:

Iy, (/)
Jp To, () (x)x

jak widaé jest to rozklad, ktérego gestos¢ prawdopodobienistwa jest proporcjonalna do

q"(x)

(2.54)

rozktadu f, obcietego do obszaru awarii. Wyznaczenie stalej normalizujacej rozklad ¢*
(mianownik wzoru (2.54)) wymaga jednak znajomosci rozwigzania, ktérego si¢ poszu-
kuje. Wzér (2.54) nie ma wiec praktycznego znaczenia jako definicja gestosci rozkladu
prawdopodobienistwa, z ktérego generuje si¢ niezalezng probe losows. Postaé¢ optymalne-
go rozktadu prawdopodobienstwa odzwierciedla fakt, ze redukcja wariancji w metodzie
importance sampling wymaga uwzglednienia informacji o rozwigzaniu problemu. W prak-
tyce dazy sie do znalezienia ¢ majgcego podobne wilasnosci jak ¢*, dotyczy to zwlaszcza
polozenia maksiméw gestosci prawdopodobienstwa.

Jednym z najbardziej efektywnych sposobéw generowania préb losowych w impor-
tance sampling jest metoda exponential tilting, nazywana réwniez exponential biasing.
Wykorzystuje ona rozklad prawdopodobienstwa postaci

q(x) = cexp(15(x)) f (%), (2.55)

gdzie S(x) jest kombinacjg liniows rzeczywistych funkcji sktadowych realizacji wektora
losowego X:

S(x) =Y s;(x)). (2.56)

j=1

Wspdlczynnik 7 okredla intensywnos$é "nachylenia" rozkladu, z ktérego generowana jest
probka losowa, w stosunku do rozktadu oryginalnego, a ¢ jest statg normalizujgca roz-
ktad. Proponowane podejscie jest efektywne, jezeli monotoniczna funkcja S jest dobrym
przyblizeniem funkcji, ktérej wartos¢ srednia podlega oszacowaniu. W przypadku ana-
lizy niezawodnosci nalezy wykorzystaé¢ przyblizenie funkeji charakterystycznej obszaru
awarii (2.8). Rozwazmy zadanie analizy niezawodnosci transformowane do gaussowskiej
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przestrzeni standardowej. Funkcje charakterystyczna obszaru awarii, w gaussowskiej prze-
strzeni standardowej (2.21), mozna aproksymowa¢ za pomoca, wyrazenia

In; () = Igm<o(n), (2.57)

gdzie G jest przyblizeniem metody FORM (2.30). Korzystajac z funkcji G’ mozna sfor-
mulowad

S(u) = Z o, (2.58)

gdzie a sy dane jak w (2.30). Pozostale parametry (2.55) niech beda postaci: 7 = 3,
c = exp(—5?%/2), gdzie (3 jest réwniez okreslone jak w (2.30). Funkcja g, zdefiniowana
w taki sposéb, jest gestoscig prawdopodobienstwa rozkladu normalnego o jednostkowej
macierzy korelacji i wartosci oczekiwanej w punkcie projektowym (2.27) u* = B

q(u) = exp (—%) exp (ﬂz aiui) ou(u) = H o(ug, fag, 1). (2.59)

i=1 i=1
Przesunigcie do punktu projektowego wartosci $redniej rozkladu prawdopodobienistwa, z
ktorego generuje si¢ probe losowa, jest przypuszczalnie najczesciej stosowang w analizie
niezawodnodci strategig importance sampling.

Jezeli symulacje prowadzone sg w przestrzeni oryginalnej, podejscie to realizuje sie
przesuwajac wartosé srednig do punktu w obszarze awarii, o najwigkszej gestosci prawdo-
podobienistwa. Jak wida¢, zastosowanie oméwionej metody wymaga wczesniejszego znale-

zienia punktu projektowego. Mozna w tym celu wykorzysta¢ algorytmy optymalizacyjne
tak, jak w przypadku metod FORM i SORM.

2.3.8. Adaptacyjne metody Monte Carlo

Jak wspomniano, zmniejszenie wariancji w metodzie importance sampling mozna
osiagnal, definiujac gestosé prawdopodobienistwa g na podstawie informacji o rozktadzie
prawdopodobienistwa parametréow konstrukcyjnych i wlasnosciach obszaru awarii. Sformu-
lowanie przedstawione w podrozdziale 2.3.7 wykorzystuje w tym celu polozenie punktu
projektowego. Jezeli posta¢ funkcji granicznej uniemozliwia znalezienie punktu projek-
towego z pomoca optymalizacji, to mozna zastosowaé adaptacyjne metody Monte Carlo
[73] (ang. adaptive sampling, adaptive monte carlo). Metody te opierajg sie¢ na pomysle
systematycznego uaktualniania gestosci prawdopodobienistwa ¢, na podstawie symulacji
wykonanych w trakcie dziatania algorytmu.

Przyblizeniem optymalnego rozkladu prawdopodobienistwa, z ktérego generowane sg
symulacje w metodzie importance sampling ¢* (2.54) moze by¢ rozktad ¢ (np. normalny)
majacy warto$é¢ srednig i macierz kowariancji taka, jak rozklad optymalny. Przyblizenie
takie moze nie by¢ idealne, ale w celu uproszczenia implementacji, rozklad ten powi-
nien zapewnia¢ tatwe generowanie préoby losowej. Wariancje i warto$é érednig ¢* mozna
oszacowaé stosujac nastepujaca, procedure iteracyjng [17]. Dla danych w i-tym kroku ite-
racji algorytmu wektora wartosci $rednich p® oraz macierzy kowariancji C% wykonuje
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si¢ n symulacji. Nastepnie, na podstawie otrzymanej proby losowej, znajduje si¢ kolejne
oszacowania wartosci oczekiwanej i skladowych macierzy kowariancji:

©)
ZX X q(X(D,u(i), C®)”’ (2.60)
i+1 BN j i+1 j i+l j F(XW)
C}gl+ ) _ - ZI<XI£J) _ ,u,(f ))(Xl(y) _ Nz( ))]Qf<X(J)) X0, 4 O (2.61)
j:

Mozemy przypuszczaé, ze otrzymany w ten sposéb ciag parametréw p® oraz C® bedzie
zbiezny do wilasciwych wartosci, zapewniajacych dobrg aproksymacje rozktadu ¢*. W
literaturze nie mozna jednak znalezé dowodu zbieznosci tak sformutowanego algorytmu.






ROZDZIAL

Optymalizacja niezawodnosciowa

3.1. Podstawowe sformulowanie optymalizacji niezawodnos$cio-

wej

Dzigki dostepnosci komputeréw o dostatecznie duzej mocy obliczeniowej oraz wpro-
wadzeniu efektywnych algorytméw do pakietéw wspomagajacych projektowanie, opty-
malizacja konstrukcji stala sie elementem rutynowej praktyki inzynierskiej. Celem opty-
malizacji jest uzyskanie projektu konstrukcji o minimalnym koszcie, spetniajgcej jednak
wymagania uzytkowe, a takze zapewniajacej wymagany poziom bezpieczenstwa. Klasycz-
ne sformulowanie optymalizacji opiera sie na modelu deterministycznym i wykorzystuje
tzw. czesciowe wspolezynniki bezpieczenstwa. Praktyka pokazuje jednak, ze konstrukcje
projektowane w ten sposéb sg podatne na wystepowanie awarii. Dotyczy to zwlaszcza
niestandardowych rozwigzan, ktére nie sg brane pod uwage przy formulowaniu zalecen
normowych. Konstrukcje optymalne sg, bowiem szczegdlnie wrazliwe na zmiany parame-
tréw projektowych, ktére trudno w pelni uwzglednié za pomocg wspolczynnikéw bezpie-
czenstwa.

Jak pokazano w rozdziale 2, wplyw zmiennosci parametréw na zachowanie konstruk-
¢ji moze by¢ efektywnie uwzgledniony za pomoca analizy niezawodnosci. W tak zwanej
optymalizacyi niezawodnosciowej, do zadania optymalizacji, w sposéb jawny, wprowadza
sie ograniczenia nalozone na wartosci wskaznikéw niezawodnosci. Uwaza sig, ze takie
podejscie pozwala lepiej zapewni¢ bezpieczenstwo konstrukcji, zwtaszcza w przypadku
projektéw niestandardowych.

Zagadnienie optymalizacji niezawodnosciowej, sformutowane jako minimalizacja kosz-
tu poczatkowego konstrukeji, przy ograniczeniach natozonych na poziom niezawodnosci,
mozna sfromutowaé¢ w nastepujacy sposéb:

minimalizuj C;(p), (3.1)
przy ograniczeniach :
Bi(p, X) > pmin i=1,...,n,, (3.2)
ci(p) >0 j=1,...,ng,
PRt < pr < pi> k=1, m,

39
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gdzie p jest wektorem parametréow projektowych, a X wielowymiarows zmienng loso-
wa, reprezentujacg niepewne parametry konstrukcyjne. Przyjmuje sie, ze zmienne pro-
jektowe okreslaja wielkosci uznane za deterministyczne, badz tez parametry rozkladu
prawdopodobienistwa X. Za pomocy, 3;, ¢ = 1,...,n, oznaczono wskazniki niezawodnosci
stanéw granicznych okreglonych w przypadku analizowanej konstrukcji, ktérych 3 sq
minimalnymi wartosciami zapewniajacymi zadany poziom bezpieczenistwa. Funkcje c;,
j =1,...,ngq definiujg ograniczenia deterministyczne, pozwalajace uwzgledni¢ wymaga-
nia projektowe. Tak zwane ograniczenia bezposrednie (3.4) definiujg zakres zmiennosci
parametrow projektowych. Funkcja celu C; jest poczatkowym kosztem konstrukcji. W
najprostszych sformulowaniach kosztem jest objeto$¢ konstrukeji, jednak sformutowania
uwzgledniajace np. podniesienie standardu wykonania [30], badZ koszty utrzymania i
nastepstw mozliwej awarii takze sg rozwazane [104].

Mozna réwniez spotkaé alternatywne postaci sforumtowania zagadnienia optymalizacji
niezawodno$ciowej. Na przyklad, istotna z praktycznego punktu widzenia jest minimali-
zacja prawdopodobienstwa awarii przy zadanym koszcie konstrukeji.

Przyktady optymalizacji niezawodnosciowej wymiaréw oraz ksztattu konstrukcji pre-
towych, zelbetowych, stalowych itp. znajdziemy w literaturze [104, 115]. W wigk-
szosci przypadkow wykorzystywany jest tzw. algorytm optymalizacji zagniezdzonej
[114]. Zewnetrzny poziom optymalizacji odpowiada za minimalizacje kosztu, natomiast
poziom wewnetrzny stuzy do wyznaczenia ograniczern niezawodnos$ciowych metodami
FORM/SORM (por. 2.3.3, 2.3.4). Ze wzgledu na zlozonos$¢ obliczeniows algorytmu opty-
malizacji zagniezdzonej do jego rozwigzania wykorzystuje sie metody gradientowe. Oczy-
wiscie zaklada si¢ wtedy rézniczkowalno$é funkceji celu i ograniczen. Préby zastosowania
algorytméw bezgradientowych byly réwniez podejmowane [122]. Metody te moga by¢
stosowane w przypadku funkcji nierézniczkowalnych, jednak sg bardzo wolno zbiezne.

Drugi ze sposobéw rozwigzania zadania optymalizacji niezawodnosciowej zostal za-
proponowany w pracy [71], a nastepnie rozszerzony w [62]. W tej metodzie wewnetrz-
ny poziom optymalizacji jest wyeliminowany, poprzez zastgpienie ograniczen niezawod-
nosciowych warunkami koniecznymi optymalnosci pierwszego rzedu dla poszczegdlnych
punktéw projektowych. Sformulowanie to umozliwia rozwigzanie zadania w rozszerzonej
przestrzeni parametréw, przez algorytmy programowania kwadratowego, w ten sposéb
mozna uzyskaé¢ duze oszczednosci nakladéw obliczeniowych.

3.2. Optymalizacja niezawodno$ciowa mieszana i dyskretna

W niektérych zagadnieniach optymalizacji konstrukeji konieczne, badz pozgdane, jest
przyjecie zalozenia, ze czes¢ parametrow projektowych przyjmuje wartosci ze zbioréow
dyskretnych. Przykladem moze by¢ tutaj projektowanie pretowych konstrukeji stalowych,
ktorych elementy moga by¢ dobierane praktycznie tylko ze standardowego katalogu goto-
wych wyrobéw hutniczych. Okazuje sie, ze wprowadzenie ograniczert na wartosci zmien-
nych projektowych powoduje dodatkowe problemy numeryczne. Dyskretyzacja wymusza,
bowiem zastosowanie do rozwigzania zadania mato efektywnej metody przegladu, badz
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metody transformacji, ktéra pozwala wykorzystaé algorytmy gradientowe, ale w znacznie
poszerzonej przestrzeni parametrow.

Wprowadzajac podzial na parametry projektowe ciggle p® i dyskretne p®, na pod-
stawie zadania (3.1) - (3.4), mozna sformutowaé zagadnienie mieszanej optymalizacji nie-
zawodnodciowej (okreslone dla mieszanych parametréw projektowych: ciagtych i dyskret-
nych):

minimalizuj C;(p®, p?¥), (3.5)

przy ograniczeniach :

Bi(p! X) > pmin i=1,...,n,, (3.6)

(p@ p(d)) >0 j=1,...,n4, (3.7

pOmR < O < pleyma k=1,...,n  (3.8)

(d d

p 677 )—{pll,pm),...,pl(ﬁzn}, l=1,...,n. (3.9)

Ograniczenia (3.9), podobnie jak (3.8) w przypadku parametréw ci@g}ych okreélajq do-
puszczalne warto$ci parametréw dyskretnych w zbiorach Pl(d {pll, D, 2),...,pl(f1)”},
[l =1,...,n. Jezeli w zadaniu (3.5)-(3.9) nie wystepuja, ciagle zmienne projektowe, to

mamy do czynienia z "czystym" zadaniem optymalizacji dyskretnes.

3.2.1. Transformacja do przestrzeni parametréw ciaglych

Jedna z metod rozwigzania zadania optymalizacji mieszanej (3.5)-(3.9) polega na
transformacji do rozszerzonej przestrzeni ciggltych parametréw projektowych [128]. Omé-
wienie tego sformutowania rozpoczniemy od zdefiniowania wektoréw zmiennych dyskret-
nych: vV, = {Q_Jl,l,l_}l’g, A 7@l7ml}7 = 1, oy, gdzie

/Ijlaj e {07 1}7 j: ]‘"”7ml7 l: ]‘""7nl’ (3-10)

Ponadto przyjmiemy zalozenie, ze spelnione jest ograniczenie:
my
wy=1 I=1..m. (3.11)

Teraz dyskretne parametry projektowe pl(d), [ =1,...,n; mozna przedstawi¢ za pomocy
v na podstawie kombinacji liniowej:

my
d) —
) = Zpl(,j)vlvﬁ = 1,...,n;. (312)
j=1

Tak wiec, za pomocs transformacji okreglonej przez (3.11) i (3.12), parametry p@ w
zadaniu (3.5)-(3.9) zastapiono parametrami v;, [ = 1,..., n.

W pracy [128] pokazano, ze dyskretne parametry 7, ;, mozna zastapi¢ parametrami
ciaglymi v;; € [0,1], j = 1,...,my, | = 1,...,n, poprzez wprowadzenie ograniczenia
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kwadratowego

my my 2
Qvi) = Zj2vl,j - (Zﬁw) =0; (3.13)
=1 =1

jezeli ponadto prawdziwa jest rownosé

my
dug=1, I=1...m. (3.14)
j=1

Zastgpienie zmiennych dyskretnych zmiennymi ciggtymi, jest rowniez mozliwe na podsta-
wie innych sformutowari ograniczenia (3.13). Jednak zaletg tej konkretnej postaci (3.13),
zaproponowanej w [128], jest to, ze nie generuje ona dodatkowych miniméw lokalnych.
Teraz, korzystajac z  transformacji  (3.13)-(3.14), mozna  okresli¢  za-
danie optymalizacji w ciaglej przestrzeni, zawierajacej parametry v =
Horts o vim by o {Unts -+ o5 Ungm, s ktore jest réwnowazne zadaniu (3.5)-(3.9):

minimalizuj C;(p®, p@(v)) = C;(p"“, v), (3.15)

przy ograniczeniach :

Bi(p, pD(v),X) = Bi(p", v, X) > " i=1,...n,

(3.16)
¢;(p', p@(v)) =¢(p'?,v) > 0 J=1,...,nq,
(3.17)
p]ic)min Sp;(:) Spl(:)max k= 1,---,nk,
(3.18)
my
» u;—1=0, [=1,...,m,
7j=1
(3.19)
Q(V1>IO lzl,...,nl,
(3.20)
OSUZJ‘SL jzl,...,ml, lzl,...,nl.
(3.21)

Powyzsze zadanie jest réwnowazne (3.5)-(3.9), jezeli dla optymalnych wartosci v* para-
metréow v zachodzi:

my
d)* * d d d d
p" =Y mge; € PO = {pmSomt I= 1 (3.22)
j=1

Jezeli spetnione sy warunki (3.19)-(3.21), to dla kazdego I tylko jedno v ; jest réwne 1 a
pozostale sg réwne 0; tak wiec wyrazenie (3.22) jest prawdziwe [128].

Zadanie optymalizacji (3.15)-(3.21) mozna rozwiazaé¢ za pomoca dowolnego algoryt-
mu programowania nieliniowego. Wadg tego sformutowania jest wzrost liczby parametréw
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projektowych, wraz ze wzrostem liczby elementéw w zbiorach Pl(d). Na przykiad, maty
problem optymalizacji z piecioma dyskretnymi zmiennymi projektowymi, ktére przyjmu-
ja wartosci w zbiorach dwudziestoelementowych (a wiec nieduzych, majac na uwadze
réznorodnosé typowych elementéw konstrukeyjnych), po transformacji generuje zadanie
ze stoma parametrami projektowymi. Jednym ze sposobéw zmniejszenia liczby zmien-
nych typu v jest okredlenie zbioréw Pf, za pomoca niewielkiej liczby elementéw, ktére s
bliskie rozwigzaniu cigglego zadania optymalizacji (3.1)-(3.4) [115]. Takie podejscie za-
klada, ze dyskretne rozwigzanie optymalne jest bliskie rozwigzaniu w cigglej przestrzeni
parametréow, co w przypadku konstrukeji inzynierskich zazwyczaj jest prawdg. Oméwiona
metoda zostata wykorzystana w prezentowanych dalej przykiadach.

3.2.2. Metoda kontrolowanego przegladu

(0,0)

) N

(nl,l) (nlamm )

RYSUNEK 3.1. Drzewo metody kontrolowanego przegladu.

Jezeli w zadaniu optymalizacji wystepujg jedynie dyskretne parametry projektowe,
ktorych zbiory warto$ci maja ograniczong liczbe elementow, to liczba kombinacji tych
elementow jest oczywiscie skoriczona. Teoretycznie istnieje wiec mozliwosé rozwigzania
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zadania, poprzez sprawdzenie ograniczeni optymalizacji dla wszystkich kombinacji warto-
sci parametréw projektowych, a nastepnie znalezienie kombinacji, ktéra je spetia i ma
najmniejszg wartos¢ funkcji celu. Poniewaz jednak liczba kombinacji jest réwna iloczyno-
wi liczby elementow zbioréw wartosci, to w przypadku rzeczywistych zagadnieri jest ona
tak duza, ze koszty obliczeniowe uzyskania rozwigzania ta metoda nie mogg by¢ zaakcep-
towane. Proces sprawdzania wlasnosci kombinacji projektowych mozna jednak usprawnic.
Tak zwane metody kontrolowanego przegladu [48] pozwalajs uzyskaé rozwigzanie, badZ
przyblizenie rozwigzania, zadania optymalizacji dyskretnej przy wykorzystaniu rozsgdne;j
mocy obliczeniowej. Ponizej przedstawiony zostanie algorytm optymalizacji dyskretnej
konstrukcji kratownicowych, ktéry wykorzystuje to podejscie.

Rozpatrzmy zadanie minimalizacji objetosci kratownic, w ktérym dyskretnymi para-
metrami projektowymi sg pola przekrojéw pretéow A = {Ay, Ao, ..., A, }. Funkcja kosztu
poczatkowego jest wiec postaci:

Cr(A) =D LA, (3.23)
=1

gdzie L; | = 1,...,n; sg catkowitymi dtugo$ciami elementéow, ktérych pola przekrojéw sa,
okreglone przez A;.

Metode kontrolowanego przegladu oméwimy postugujac sie uporzgdkowanym drze-
wem 7z rysunku 3.1, ktérego wezly zewnetrzne reprezentujg wszystkie wartosci funkcji
celu (3.23). Budowe drzewa rozpoczyna sie od korzenia, ktéry jest oznaczony przez (0, 0).
Kolejne wezly drzewa generuje si¢ w nastepujacy sposéb: wezel ze wskaznikami (I, j) jest
poprzednikiem weztéw oznaczonych przez (141, j), gdzie j = 1,...,my1. Wezel, ktérego
pierwszy wskaznik ma warto$é¢ mn;, nie ma nastepnikéw. Jezeli wskaznikiem nastepnika
jest (1, 7), to objetosé grupy elementéw reprezentowana przez krawedz drzewa, na ktére;
koricu sie znajduje, wynosi L;A; ;.

Zwréémy uwage, ze wezlty na poziomie 1 odpowiadaja mozliwym objetosciom pierw-
szej grupy elementéw konstrukcyjnych. Wezly na poziomie 2 reprezentujg kombinacje
objetosci elementow grup 1 i 2. Ostatecznie, wezly na poziomie n; reprezentujg mozliwe
objetosci calej konstrukeji.

Przyjmijmy, ze elementy zbioréw wartosci parametréw projektowych P =
{A11, Ao AL, b L= 1, ... ny, sa uporzadkowane rosngco. Konsekwencjg tego zaloze-
nia jest to, ze $ciezka w drzewie o korzeniu (0,0) i $ciezki w poddrzewach o korzeniach
(1, 7) przechodzace przez wezty (1, m;) okreslaja wezel zewnetrzny, ktéry reprezentuje mak-
symalng objetos¢ dla $ciezek w tych poddrzewach. Wilasnosé ta zostanie wykorzystana w
omdéwionym ponizej algorytmie.

Prezentowany algorytm kontrolowanego przegladu opiera si¢ na zalozeniu, ze rozwaza-
ne zadanie optymalizacji moze by¢ rozwigzane w przestrzeni, w ktérej A sg parametrami
cigglymi. Objeto$é maksymalna w rozwigzaniu cigglym zadania C;(A(©*) jest dolnym
ograniczeniem wartosci funkcji celu kombinacji zmiennych dyskretnych, spelniajacych
ograniczenia optymalizacji. Tak wigc, celem ponizszego algorytmu jest znalezienie kombi-
nacji wartogci parametréw projektowych A(@* = {A1 4, Agju, ..., Ay, j+ }, ktbra okresla
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konstrukcje o objetodci najblizszej Cr(A(9*) i spelnia ograniczenia zadania optymalizacji.
Wykonanie algorytmu obejmuje nastepujgce kroki:

1. Wyznaczyé A©O* ktére jest rozwigzaniem zadania optymalizacji, przy zalozeniu
cigglosci zmiennych projektowych. Wyznaczy¢ zbiory wartosci dyskretnych para-
metréw projektowych P/, [ = 1,...,n;, wybierajac z katalogu produkcyjnego ele-
menty, ktérych parametry sg bliskie odpowiednim skladowym A(©*. Wielkos¢ tych
zbioréw powinna by¢ uzalezniona od dostepnej mocy obliczeniowej [115].

2. Na drzewie z rysunku 3.1 wygenerowa¢ $ciezke, reprezentujacg rozwigzanie dyskret-
ne, zgodnie z nastepujacg procedura;

(a) Rozwazmy poddrzewa, ktérych korzeniami sa wezly oznaczone przez wskazniki
(1,7), gdzie j = 1,...,my, a wigc polozone na poziomie 1. Maksymalne war-
tosci funkcji celu, reprezentowane przez wezly skrajne (polozone na poziomie
n;) tych poddrzew, sg okreslone wyrazeniem:

ny
P = LA+ Y LAy, J=1,..,m. (3.24)
1=2
Ze zbioru wartosci pol przekroju pierwszego elementu wybraé te, ktéra spetnia
warunek:
A(Lj#) = min {AL]"O[(A(C)*) < O?};}X} , ] = 17 e, Mmy. (325)

Jezeli zbidr {Al,j |Cr (A" < C{nj"} jest pusty, to konieczne jest ponowne zde-

finiowanie zbioru wartosci parametru P;* i powtérne uruchomienie algorytmu.

(b) Rozwazmy poddrzewa o korzeniach na poziomie 2, oznaczonych wskaznikami
(2,7), 7 =1,...,my, ktére naleza do poddrzewa o korzeniu (1, j#). Maksymal-
ne objetosci, reprezentowane przez sciezki w takich poddrzewach, sg okreslone
wzorem

ng
by = LnAq#) + LaAgy) + Z LiAi s j=1,...,my. (3.26)
1=3
Ze zbioru pél przekroju drugiego elementu wybraé¢ wartosé, ktora speinia wa-
runek:

Ay = min {Agj|Cr(A) <CP} . j=1,...,my, (3.27)

- 27J

(¢) Kontynuujac powyzsza, procedure, wybra¢ kolejne elementy ze zbioréw warto-
Sci parametréw Ag j#), [ = 3,...,m.

Otrzymana, w powyzszych krokach algorytmu, kombinacja parametréw Ay j»), | =
1,...,n; okresla ciezke S#, ktéra przechodzi przez wezty (0,0), (1,5%), ..., (ng, j#).
Wszystkie $ciezki polozone, w drzewie na rysunku 3.1, na lewo od S# okreélaja kon-
strukcje o mniejszej objetosci niz C7(A(©*). Wéréd tych kombinacji nie moze byé
rozwigzania A@* edyz C;(A©*) jest ograniczeniem dolnym objetodci kombina-
cji projektowych, speliajacych ograniczenia optymalizacji. Tak wigc kombinacje
parametréw projektowych, okreslone przez $ciezki na lewo od S#. nie wymagaja
sprawdzania ograniczen niezawodno$ciowych.
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3. Obliczy¢ objetosdci konstrukeji, reprezentowanych przez éciezki na prawo od S#. Te
kombinacje, ktérych objetogé jest wieksza od Cr(A@*) nalezy uporzadkowaé ro-
snaco. Sprawdzaé kolejno ograniczenia zadania optymalizacji. Pierwsza kombinacja
parametrow projektowych, spelniajaca ograniczenia, jest poszukiwanym rozwigza-
niem A@* zadania optymalizacji dyskretnej.

W przypadku optymalizacji niezawodnosciowej, najwicksze koszty numeryczne zwig-
zane sg z oszacowaniami prawdopodobienstwa awarii. Efektywno$é¢ metody przegladu
mozna wigc podniesé, poprzez ograniczenie liczby kombinacji projektowych, w przypadku
ktérych wykonuje sie analize niezawodnosci. W pracy [115] zaproponowano, aby wyko-
rzysta¢ w tym celu aproksymacje wskaznikéw niezawodnosci. Pomyst ten opiera sie na
intuicyjnym przekonaniu, ze wartos$ci wskaznikéw niezawodno$ci rozwigzania optymalne-
go w przestrzeni dyskretnej sg bliskie wartosciom wskaznikow rozwiazania w przestrzeni
ciggtej. Optymalna kombinacja dyskretnych parametréw projektowych nie moze, bowiem
okresla¢ konstrukcji niebezpiecznej, ale takze nie powinna definiowa¢ konstrukcji zbyt
bezpiecznej, gdyz wtedy mozna przypuszczaé, ze elementy sg przewymiarowane. Jezeli
w analizie niezawodnosci wykorzystuje sic metody FORM/SORM (roz. 2.3.4, 2.3.3), to
wrazliwosci wskaznikéw niezawodnosci 05;(A)/0A;, i =1,...,n,, = 1,...,n;, sa znane.
Powyzszy pomyst mozna wigc zrealizowaéd, rezygnujac ze sprawdzania ograniczen nieza-
wodno$ciowych w przypadku kombinacji projektowych, ktore nie spelniaja nastepujacego
warunku:

P@MJ

oA AA

A=Ac*

<e  di=1,....n,1l=1,...n, (3.28)

gdzie AA; = A; — Af*. Metoda ta, pozwala na ograniczenie nakltadéw obliczeniowych, ale
stwarza mozliwo$¢ wykluczenia z procesu dokladnego sprawdzania ograniczen "prawdzi-
wego" rozwigzania zadania optymalizacji dyskretnej. Rozwigzanie, otrzymane z wykorzy-
staniem takiej modyfikacji algorytmu, nalezy wigc traktowac jako przyblizone.

Przyklad 3.1: W tym przyktadzie zostanie przedstawiona optymalizacja dziesiecioele-
mentowe] kratownicy (rys. 3.2) za pomoca metody transformacji do przestrzeni parametréw
ciagtych (roz. 3.2.1).

Obciazenia zewngtrzne konstrukcji stanowia: sita P; = 100kN dziatajaca w wezle 1 oraz
sity P, = 50kN przytozone w dolnych weztach 2 i 4. Model stochastyczny sktada sie z 21
zmiennych losowych przedstawionych w tablicy 3.1.

Celem zadania optymalizacji jest wyznaczenie potozenia weztdw nieutwierdzonych oraz
dobranie przekrojéw pretéw z katalogu gotowych katownikéw réwnoramiennych, ktére mini-
malizuja objetos¢ konstrukcji, zapewniajac spetnienie przedstawionych ponizej ograniczen. Tak
wigc, zadanie zostato okreslone z wykorzystaniem 14 parametréw projektowych. Pierwszych
10 to wartosci Srednie zmiennych losowych, reprezentujacych pola przekrojéw elementéw. Za-
tozono, ze przyjmuja one wartosci zgodnie z katalogiem katownikéw réwnoramiennych, sktfa-
dajacym sie z 37 elementéw. Pozostate cztery parametry projektowe to pionowe wspdtrzedne
weztéw 1-4.

Obliczenia statyczne wykonano z wykorzystaniem liniowe] teorii sprezystosci, a odpowiedz
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RysuNEK 3.2. Kratownica dziesiecioelementowa: poczatkowa geometria i obcigzenie.

konstrukcji byta analizowana na podstawie wybranych przemieszczen i naprezen. W przyktadzie
rozwazane sa nastepujace stany graniczne:

e Dopuszczalne przemieszczenie wezta Nr.2

le(X,p)|

g (a(X,p)) =1 ra (3.29)

gdzie X jest wektorem zmiennych losowych, q jest wektorem przemieszczen weztowych,
a ¢y oznacza pionowe przemieszczenie wezta Nr.2 ktére powinno by¢ mniejsze od war-
tosci dopuszczalnej ¢* = 3.5 cm. Niejawna zalezno$¢ funkgji granicznej od zmiennych
losowych i parametréw projektowych zostata zaznaczona w jej definicji.

e Stan graniczny dopuszczalnej wartosci naprezenia, badz utraty statecznosci elementéw
pretowych

Oi—1 (Q(X7 p)> X> p)

Gi QX,p,X,p =1- a )
(4(X,p), X, p) 7 (X.p)

i=2,...,11, (3.30)

gdzie o; jest naprezeniem w j-otym elemencie, a 0§ jego wartoscia dopuszczalng. W
przypadku pretéw rozciaganych, wartos¢ o jest stata i réwna granicy plastycznosci w
trakcie poszukiwania punktu projektowego. Natomiast w przypadku pretéw sSciskanych,
ze wzgledu na ched uwzglednienia utraty statecznosci, o} jest zmienne w zaleznosci od
parametréw geometrycznych elementu.
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Par. Opis Typ rozkladu | Momenty Wartosé Par. ‘Wyniki ‘Wyniki
los. prawdopodob. | rozkladu poczatkowa proj. | opt. ciaglej opt. dyskr.
1 2 3 4 5 6 7 8
X1 Pole przekroju elem. Nr. 1 log-normalny E(X1) 20.0 cm? P1 28.85cm? 29.90 cm?
staty wsp. zmiennodci: 5 o(X1) 1.0 cm? L130x130x12
Xo Pole przekroju elem. Nr. 2 log-normalny E(X2) 20.0 cm? D2 18.57 cm? 18.70 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(X2) 1.0cm? L90x90x11
X3 Pole przekroju elem. Nr. 3 log-normalny E(X3) 20.0 cm? P3 40.21 cm? 43.00 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% o(X3) 1.0 cm? L150x150x15
X4 Pole przekroju elem. Nr. 4 log-normalny E(X4) 20.0 cm? P4 16.40 cm? 18.70 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% o(Xa4) 1.0cm? LI0x90x11
X5 Pole przekroju elem. Nr. 5 log-normalny E(X5) 20.0 cm? 5 5.09 cm? 5.69 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(Xs) 1.0cm? L50x50%6
X6 | Pole przekroju elem. Nr. 6 log-normalny E(Xe6) 20.0 cm? D6 5.09 cm? 5.69 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(Xs) 1.0 cm? L50x50%x6
X7 Pole przekroju elem. Nr. 7 log-normalny E(X7) 20.0 cm? p7 6.03 cm? 6.91 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(X7) 1.0cm? L60x60x6
X3 Pole przekroju elem. Nr. 8 log-normalny E(X3) 20.0 cm? P8 24.60 cm? 27.50 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% o(Xsg) 1.0 cm? L120x120x12
X9 Pole przekroju elem. Nr. 9 log-normalny E(X9) 20.0 cm? P9 5.75cm? 5.82 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% o(Xo) 1.0cm? L60x60x5
X10 | Pole przekroju elem. Nr. 10 log-normalny E(X10) 20.0 cm? P10 35.53 cm? 37.2cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% a(X10) 1.0cm? L160x160x12
X11 | Modul sprezystosci materiatu log-normalny E(X11) 21000 kN /cm?
wszystkich elementéw o(X11) 1050 kN /cm?
X12 | Granica plastycznosci materialu | log-normalny E(X12) 21 kN /cm?
wszystkich elementéw o(X12) 1kN/cm?
X13 | Wspélrzedna x wezta Nr. 1 normalny E(Xi3) 720 cm
o(X13) 2cm
X114 | Wspéhrzedna y wezta Nr. 1 normalny E(X14) 360 cm P11 150.0 cm 150.0 cm
o(X14) 2cm
X15 | Wspéhrzedna x wezta Nr. 2 normalny E(Xi5) 720 cm
o(X1s) 2cm
Xi16 | Wspétrzedna y wezta Nr. 2 normalny E(X16) Ocm | pi2 10.1cm 100.0 cm
o(X16) 2cm
Xi7 | Wspélrzedna x wezta Nr. 3 normalny E(X17) 360 cm
o(X17) 2cm
Xi18 | Wspétrzedna y wezta Nr. 3 normalny E(Xis) 360cm | pi3 259.9 cm 276.4 cm
o(X18) 2cm
Xij9 | Wspéhzedna x wezta Nr. 4 normalny E(X19) 360 cm
o(X19) 2cm
Xoo Wspétrzedna y wezla Nr. 4 normalny E(X20) Ocm P14 35.3cm 38.46 cm
o(X20) 2cm
Xo1 Mnoznik obcigzenia 1 log-normalny E(X21) 1.0
o(X21) 0.05
X2 | Mnoznik obcigzenia 2 Gumbela E(Xa22) 1.0
0'(X22) 0.2

TaABLICA 3.1. Kratownica dziesigcioelementowa: zmienne losowe i projektowe.

Powyzsze stany graniczne okreslaja postaci awarii, w przypadku ktérych wyznaczane sa wskaz-

niki niezawodnosci. Przyjeto, ze w przypadku konstrukcji optymalnej wartosci 3;, i = 1, ..
nie powinny by¢ mniejsze niz 3.7, co odpowiada prawdopodobieristwu awarii 0.0001.

'7n7"

Zastosowanie metody transformacji, przy zatozeniu, ze zbiory wartoséci parametréw dys-

kretnych Pl(d), [ =1,...,n; zawieraja wszystkie elementy katalogu, wymagatoby okreslenia
zadania optymalizacji z 10 x 37 +4 = 374 zmiennymi projektowymi. Rozwiazanie, za pomoca
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metod numerycznych, zadania z tak duza liczba parametréw projektowych moze okazaé sie
trudne. Dlatego w tym przyktadzie liczbe elementéw zbioréw Pl(d) ograniczono do kilku, o
wartosciach bliskich rozwiazaniu zadania optymalizacji z ciagtymi parametrami A. Zadanie to

jest okreslone w nastepujacy sposdb:

10
minimalizuj C(p) = szLz(pn, oy D14),
=1

przy ograniczeniach :

5.09cm? < p; < 76.4 cm?,

150 cm < p; < 450 cm,

—100cm < p; < 100 cm,

(3.31)

i=1,...,11, (3.32)
[=1,...,10, (3.33)
[ =11,13, (3.34)
[=12,14, (3.35)

gdzie L;, I = 1,...,10 sa dtugosciami elementéw. Ograniczenia proste (3.33) odpowiadaja
ekstremom wartosci parametréw projektowych elementéw katalogu.

7,
7
RYSUNEK 3.3. Optymalizacja ciagla: projekt optymalny.
P15 p2,j P35 P4,j P5,5
Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole
L120x120x12 | 27.5 L90x90x9 15.5 | L160x160x12 | 37.2 L90x90x9 15.5 L45x45%x6 5.09
L130x130x12 | 29.9 L90x90x11 18.7 | L150x150x15 | 43.0 L90x90x11 18.7 L50x50%6 5.69
L150x150x12 | 34.8 | L100x100x10 | 19.2 | L160x160x15 | 46.0 | L100x100x10 | 19.2 L60x60x5 5.82
P6.j P7,j D8, j P9, j P10,j
Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole Symbol Pole
L45x45%6 5.09 L60x60x5 5.82 | L120x120x10 | 23.2 L50x50%6 5.69 | L150x150x12 | 34.8
L50x50%6 5.69 L60x60x6 6.91 | L120x120x12 | 27.5 L60x60x5 5.82 | L160x160x12 | 37.2
L60x60x5 5.82 L75x75%5 7.34 | L130x130x12 | 29.9 L60x60x6 6.91 | L150x150x15 | 43.0

TABLICA 3.2. Katalogi katownikéw réwnoramiennych.

Zadanie (3.31)-(3.35) rozwiazano za pomoca programu optymalizacji niezawodno$ciowe;j
POLSAP-RBO [114]. Poczatkowa objeto$¢ konstrukcji 83929.4 cm® zostata zmniejszona o




50 3. OPTYMALIZACJA NIEZAWODNOSCIOWA

blisko 17% do 69878.4 cm?®. Optymalny ksztatt konstrukcji przedstawia rysunek 3.3. Grubo$é
linii jest proporcjonalna do optymalnych wartosci zmiennych projektowych, przedstawionych
w siédmej kolumnie tablicy 3.1.

Zbiory wartosci parametréw dyskretnych Pl(d), [ =1,...,10 okreslono wybierajac z katalo-
gu katownikéw po 3 elementy, o polu przekroju najblizszym rozwiazaniu zadania (3.31)-(3.35)
(1 element mniejszy badZ réwny, 2 elementy wigksze). Listy elementéw zbioréw Pl(d) zostaty
przedstawione w tablicy 3.2, gdzie symbole zawieraja informacje o wymiarach w milimetrach,
a pola przekrojéw podano w centymetrach kwadratowych.

7,

RYSUNEK 3.4. Optymalizacja mieszana: projekt optymalny.

Metode transformacji zastosowano do zredukowanych zbioréw wartosci parametréw dys-
kretnych, w wyniku czego otrzymano nastepujace zadanie optymalizacji:

10 3
minimalizuj Cr(v, pi1, P12, P13, p1a) = Z (ZPz,ﬂzg) Li(p1, - - - s pra), (3.36)
=1 \j=1
przy ograniczeniach :
&(V7P11,p12,p137p14, X) > 3.7, i=1,...,11, (3.37)
3
> w;—1=0, I=1,...,10, (3.38)
j=1
Q(v;) =0 l=1,...,10, (3.39)
0<uvy,; <1, j=1,...,3 [1=1,...,10. (3.40)
150 cm < p; < 450 em, [=11,13, (3.41)
—100cm < p; < 100 cm, [=12,14, (3.42)

gdziep; € P j=1,....3,1=1,...,10,av,, j=1,...,3, 1=1,...,10 sa dodatkowy-
mi zmiennymi ciaglymi metody transformacji (por. roz. 3.2.1).
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Poniewaz n; = 3, | = 1,...,10, to w przypadku wszystkich zmiennych v; ; przyjeto po-
czatkowe wartosci 1/3. Rozwiazanie optymalne o objetoéci 74391.5 cm® zostato uzyskane za
pomoca algorytmu sekwencyjnego programowania kwadratowego NLPQL [106]. Projekt kra-
townicy otrzymany na podstawie zadania (3.36)-(3.42) przedstawia rysunek 3.4, a parametry
przekrojow i wspétrzedne potozenia weztéw ujeto w ostatniej kolumnie tablicy 3.1.

Poréwnujac wyniki optymalizacji w przypadku parametréw ciagtych (rys. 3.3) i dyskret-
nych (rys. 3.4), widzimy, ze uwzgledniajac dostepnos¢ materiatéw konstrukcyjnych otrzymano
wyraznie inny projekt optymalny.

Nr. x [cm] y [cm] | z [cm]
1 0.0 0.0 82.16
2P 2 250.0 0.0 62.16
p 3 125.0 216.51 62.16
4 -125.0 216.51 62.16
5 -250.0 0.0 62.16
6 -125.0 | -216.51 62.16
7 125.0 | -216.51 62.16
8 433.01 250.0 0.0
9 0.0 500.0 0.0
10 | -433.01 250.0 0.0
11 | -433.01 -250.0 0.0
12 0.0 -500.0 0.0
13 433.01 -250.0 0.0
[ —
3
[ —
3

RYSUNEK 3.5. Koputla kratownicowa: geometria i obcigzenie (P=20kN).

Przyklad 3.2: Poréwnanie metody transformacji (roz. 3.2.1) i metody kontrolowanego
przegladu (roz. 3.2.2) przedstawimy na przyktadzie optymalizacji dyskretnej 24 elementowe;j
kratownicy, o zachowaniu silnie geometrycznie nieliniowym (rys. 3.5). W tym zadaniu celem
jest minimalizacja objetosci konstrukcji, przy zachowaniu 26 ograniczer niezawodnosciowych,
okreslonych przez nastepujace stany graniczne:

e Dopuszczalne przemieszczenie wezta srodkowego:

(X, A
g(a(X,A)) =1~ ’1<q—“>|)
gdzie X jest wektorem zmiennych losowych, przedstawionych w tablicy 3.4, A jest

, (3.43)

wektorem parametréow projektowych, odpowiadajacych polom przekrojéw trzech grup
elementéw (por. tab. 3.4), ¢; jest przemieszczeniem pionowym wezta Srodkowego, a
q® = 3.5 cm jego wartoscia dopuszczalna.
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e Dopuszczalne naprezenie/lokalna utrata statecznosci elementéw:

|Ui—1(q(X7 A)? Xv A)l

J(q(X,A), X, A)=1— , =2,...,25. 3.44
gi(a(X, A) ) o (X, A) i (3.44)
e Globalna utrata statecznosci:

gQG(ACT(X7 A)) - )‘cr(Xa A) -1 y (345)

gdzie A\, jest krytycznym mnoznikiem obciazenia, ktéry powoduje awarig konstrukcji na
skutek przeskoku.

Przyjeto zatozenie, ze elementy kratownicy maja przekroje rurowe o stosunku $rednicy ze-
wnetrznej do wewnetrznej miedzy 1.2 a 1.3. W konsekwencji, katalog mozliwych do wykorzy-
stania przekrojéw ma 75 elementéw. Efektywne zastosowanie analizowanych metod optyma-
lizacji dyskretnej wymaga jednak, podobnie jak w przyktadzie 3.1, okreslenia zredukowanych
zbioréw wartosci parametréw projektowych. Tak wiec, optymalizacje dyskretna poprzedzono
rozwiazaniem zadania optymalizacji ciagtej, ktére w przypadku rozpatrywanego zagadnienia
ma nastepujaca postac:

3
minimalizuj C7(A) = LA, (3.46)
=1
przy ograniczeniach :
Bi(A,X) > 3.7, i=1,...,25, (3.47)
Bas(A, X) > 4.7, (3.48)
3.13cm? < A4; < 30.76¢m?, 1=1,2,3. (3.49)

Minimalna, dopuszczalna warto$¢ wskaznika niezawodnos$ci w przypadku funkgji go6 jest wiek-
sza niz dla pozostatych stanéw granicznych, ze wzgledu na bardziej istotne konsekwencje
awarii w postaci globalnej utraty statecznosci.

Rozwiazanie zadania (3.46)-(3.49) uzyskano za pomoca algorytmu NLPQL [106]. Opty-
malne wartoéci parametréw, w przypadku ktérych objetoéé konstrukcji wynosi 1.0371-10° cm?,
zamieszczono w kolumnie 7 tablicy 3.4.

Ograniczone zbiory dyskretnych zmiennych projektowych Pt = {A;1,..., A6}, | =
1,2, 3, okreslono wybierajac z wyjsciowego katalogu po 6 elementéw, o polach przekrojéw
najblizszych rozwiazaniu zadania ciagtego (3.46)-(3.49). Zbiory te zostaty przedstawione w ta-
blicy 3.3, gdzie liczby w oznaczeniach przekrojéw odpowiadaja Srednicy zewnetrznej i grubosci
Scianki rur w milimetrach.

W przypadku metody transformacji, dla przyjetych zbioréw wartosci parametréw dyskret-
nych, zadanie optymalizacji jest okreslone z wykorzystaniem 18 zmiennych typu v oraz 6
dodatkowych ograniczeri (w tym trzech okreslonych przez (3.13) i trzech przez (3.14)), kté-
re maja zapewni¢ réwnowaznos$¢ rozwiazania. Objetos¢ konstrukcji optymalnej otrzymane;j ta
metoda wyniosta 1.0826 - 10° cm?® (por. kol. 8 tab. 3.4). Zadanie rozwiazano algorytmem
NLPQL, ktéry wykonat 8 iteracji, zaczynajac od wartosci zmiennych v réwnych 1/6.
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A Az Az,
Symbol | Pole [em?] | Symbol | Pole [cm?] | Symbol | Pole [cm?]
O76x8.5 18.02 063.5x7 12.43 O70x7 13.85
083x8 18.85 070x6.5 12.97 076x6.5 14.19
083x8.5 19.89 OT0x7 13.85 OT6x7 15.17
089x8 20.36 076x6.5 14.19 O70x8 15.58
083x9 20.92 O76x7 15.17 0837 16.71
089x8.5 21.50 O70x8 15.58 0768 17.09

TaBLICA 3.3. Katalogi przekrojéw rurowych.

W omawianym zadaniu, ograniczenia niezawodnosciowe moga by¢ sprawdzone w przypad-
ku wszystkich kombinacji wartosci parametréw projektowych. Ich liczba jest, bowiem wzgled-
nie mata - zaledwie 6 = 216. Za pomoca algorytmu kontrolowanego przegladu, oméwionego
w podrozdziale 3.2.2, otrzymano liste 184 kombinacji. Rozwiazanie zadania znajdowato sig
na jej 51 miejscu (por. kol. 9 tab. 3.4). Uzyskany projekt ma objetoé¢ 1.0762 - 10°cm?, a
wiec mniejsza niz ten otrzymany za pomoca metody transformacji. Tak wiec w przypadku
rozwiazania, otrzymanego metoda transformacji, algorytm optymalizacji zakonczyt dziatanie w
minimum lokalnym.

Jak wspomniano, efektywno$¢ metody kontrolowanego przegladu moze by¢ zwiekszona po-
przez wykorzystanie aproksymacji ograniczeri niezawodnosciowych, zgodnie ze wzorem (3.28).
Po zastosowaniu tej modyfikacji, lista kombinacji, w przypadku ktérych miaty by¢ sprawdzone
ograniczenia niezawodno$ciowe, zawierata projekt optymalny na pierwszym miejscu. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zastosowanie aproksymacji (3.28) w przypadku silnie nieliniowych ogra-
niczen, moze prowadzi¢ do wykluczenia z procesu doktadnej kontroli ograniczen prawdziwego
rozwiazania problemu.



o4

3. OPTYMALIZACJA NIEZAWODNOSCIOWA

Par Opis Typ rozkladu | Momenty Wartosé Par. Wyniki Wyniki opt. dyskretnej
los. prawdopodob. | rozkladu poczatkowa proj. | opt. ciaglej | met. transf. | met. przegl.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
X1 Pole przekroju elem. Nr. 1-6 log-normalny E(X1) 15.0 cm? A 19.3711 cm? 19.89 cm? 20.36 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(X1) 0.75cm? 083x8.5 089x%8
Xo Pole przekroju elem. Nr. 7-12 log-normalny E(X2) 15.0 cm? Ao 13.7117 cm? 13.85 cm? 12.97 cm?
staty wsp. zmiennosci: 5% o(X2) 0.75cm? O70x7 070x6.5
X3 | Pole przekroju elem. Nr. 13-24 log-normalny E(X3) 15.0cm? | Aj 14.2391 cm? 15.17 cm? 15.17 cm?
staly wsp. zmiennosci: 5% o(X3) 0.75cm? O76x7 O76x7
X4 | Modut sprezystosci log-normalny E(X4) 21000 kN /cm?
materiatu wszystkich elementéw o(X4) 1050 kN /cm?
X5 | Granica plastycznosci log-norm E(X5) 21kN/cm?
materiatu wszystkich elementéw o(X5) 1kN/cm?
X6 | Wspéhrzedna x wezta Nr. 1 normalny E(Xs6) 0.0cm
o(Xs) 1.0cm
X7 Wspétrzedna y wezta Nr. 1 normalny E(X7) 0.0cm
o(X7) 1.0cm
Xsg Wspétrzedna z wezla Nr. 1 normalny E(X3) 82.16 cm
o(X3g) 1.0cm
Xo | Wspélrzedna x wezla Nr. 2 normalny E(Xo) 250.0 cm
o(Xg) 1.0cm
X10 | Wspéhzedna y wezla Nr. 2 normalny E(X10) 0.0cm
o(X10) 1.0cm
X11 | Wspéhrzedna z wezta Nr. 2 normalny E(X11) 62.16 cm
o(X11) 1.0cm
X12 | Wspélrzedna x wezta Nr. 3 normalny E(X12) 125.0cm
o(X12) 1.0cm
X13 | Wspélrzedna y wezta Nr. 3 normalny E(X13) 216.51cm
o(X13) 1.0cm
X14 | Wspéhzedna z wezta Nr. 3 normalny E(X14) 62.16 cm
o(X14) 1.0cm
X15 | Wspéhrzedna x wezta Nr. 4 normalny E(X15) -125.0cm
o(X15) 1.0cm
Xi6 | Wspéhrzedna y wezta Nr. 4 normalny E(X16) 216.51 cm
o(Xi6) 1.0cm
Xi17 | Wspéhzedna z wezta Nr. 4 normalny E(X17) 62.16 cm
o(Xi7) 1.0cm
X188 | Wspélrzedna x wezta Nr. 5 normalny E(X1g) -250.0cm
o(X18) 1.0cm
X19 | Wspéhzedna y wezta Nr. 5 normalny E(X19) 0.0cm
o(X19) 1.0cm
Xo0 | Wspéhrzedna z wezta Nr. 5 normalny E(X20) 62.16 cm
o(Xo20) 1.0cm
Xo1 | Wspéhrzedna x wezta Nr. 6 normalny E(X21) -125.0cm
o(Xa1) 1.0cm
Xoo | Wspétrzedna y wezta Nr. 6 normalny E(X22) -216.51 cm
o(X22) 1.0cm
Xo23 | Wspélrzedna z wezta Nr. 6 normalny E(X23) 62.16 cm
o(X23) 1.0cm
Xoa4 | Wspélrzedna x wezta Nr. 7 normalny E(X24) 125.0cm
o(Xo4) 1.0cm
Xo5 | Wspéhrzedna y wezta Nr. 7 normalny E(X25) -216.51 cm
o(Xos) 1.0cm
Xo6 | Wspéhrzedna z wezta Nr. 7 normalny E(Xa26) 62.16 cm
o(Xo6) 1.0cm
Xo7 | Wspélczynnik obcigzenia log-normalny E(Xa27) 1.0
o(Xa7) 0.15

TaBLICA 3.4. Kopula kratownicowa: zmienne losowe i projektowe.




ROZDZIAL

Pola losowe w analizie niezawodnosci

4.1. Wstep

W oméwionym wczeéniej sformutowaniu problemu analizy niezawodnosci, do reprezen-
tacji niepewnych parametréw konstrukcyjnych wykorzystano zmienne losowe. W ramach
takiego podejscia przyjmuje si¢ zalozenie, ze warto$é¢ parametru jest okreslona dla calej
konstrukcji, badZ jej wyodrebnionego elementu. Zaklada si¢ réwniez, ze wartosci para-
metrow konstrukcyjnych sg niezalezne od czasu. W przypadku niektérych probleméw,
przyjecie takich zalozern jest znacznym uproszczeniem, mogacym prowadzi¢ do biednej
oceny poziomu bezpieczenstwa. Jako przyklad mozna podaé¢ analize konstrukeji wykona-
nych z materialéw o duzej niejednorodnosci (konstrukcje drewniane, mechanika gruntéw)
lub takich, ktére zmieniaja swoje wlasciwosci w wyniku starzenia sie. Zréznicowanie w ob-
rebie konstrukeji wykazujg takze imperfekcje geometrii i obcigzenia. Zazwyczaj zmienne
w czasie sg wartosci obcigzen; nawet jezeli zmiany te sg na tyle powolne, ze nie powodujg
efektéw dynamicznych, to ich uwzglednienie moze by¢ istotne przy ocenie niezawodnosci.
Uwzglednienie w analizie niezawodno$ci przestrzennej zmiennosci losowych parametréw
konstrukcyjnych, wymaga zupeie innych metod niz uwzglednienie zmiennosci tych pa-
rametréw w czasie. Jednak modele zaleznosci parametréw losowych od polozenia jak i
czasu opierajg si¢ na wykorzystaniu funkcji losowych.

Niech 2 bedzie przestrzenig metryczng, a (I', £, P) przestrzenig, probabilistyczng, gdzie
I' jest przestrzenig zdarzen elementarnych, & jest o-algebrg podzbioréw I') a P jest mia-
rg prawdopodobienstwa. Przeksztalcenie H : 2 x I' — R" nazywamy funkcja losowa,
jezeli w przypadku kazdego ustalonego z € €, funkcja H(z,7), traktowana jako funkcja
argumentu v, jest zmienng losows,

Funkcja losowa jest wiec odwzorowaniem przeksztalcajagcym €2 w przestrzeri zmien-
nych losowych, okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (T, £, P). Czasami mozna sie
rowniez spotkaé z okreleniem, ze funkcja losowa jest indeksowang, przez parametr z € (2
rodzing zmiennych losowych Hg = {H(z), z € Q} okreslonych na przestrzeni (I', £, P).

Funkcje¢ losows mozna postrzegaé w jeszcze w inny sposéb. Zauwazmy, ze w przypad-
ku ustalonych zdarzen elementarnych -, funkcja losowa okresla nie majacg charakteru
losowego funkeje h(z), z € 2, ktérg nazywamy realizacja, funkeji losowej.

35
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Realizacje funkcji losowej mozna traktowac¢ jako elementy przestrzeni X wszystkich
(spemiajacych pewne warunki) funkcji zmiennej z € €). Przestrzen X jest nazywana
przestrzenia, realizacyi funkcyi losowej. Zauwazmy, ze funkcje losowa mozna postrzegaé ja-
ko uogdlnienie zmiennej losowej. Zmienna losowa jest funkcja, przeksztalcajacy przestrzen
zdarzen elementarnych w zbiér liczb rzeczywistych, natomiast funkcja losowa przyporzad-
kowuje zdarzeniom elementarnym funkcje zmiennej z € €2, bedace elementami przestrzeni
X.

Funkcje losowe mogg by¢ klasyfikowane na podstawie wiasnosci ich dziedziny i prze-
ciwdziedziny. Ponizej, podane zostang jedynie okreslenia typow stosowanych w analizie
niezawodnosci. Wigcej informacji na temat klasyfikacji funkcji losowych mozna znalezé,
na przyklad, w monografii [125].

Funkcje losowe H(t,v), v € I', t € T, ze skalarnym parametrem ¢, 7' € R, utozsa-
mianym z czasem, nazywa si¢ procesami losowymi, badZz procesami stochastycznymi. W
przypadku modeli zmiennych w czasie parametréw konstrukcyjnych lub parametréow ob-
cigzen, zazwyczaj przyjmuje si¢, ze zbiér T' jest przedzialem w zbiorze liczb rzeczywistych.
Kiedy brak dostatecznej ilosci danych, mozna jednak budowac¢ modele, wykorzystujace
przeliczalny zbiér T. Wtedy wartosci procesu losowego utozsamia si¢ z obserwacjami
wybranego parametru w ustalonych chwilach czasu. Procesy stochastyczne okreslone na
przeliczalnym zbiorze T' réwniez wykorzystuje jedna z adaptacyjnych metod symulacyj-
nych, ktére przedstawiono w dalszej czesci pracy (por. 8.1).

Funkcje losowe H(z,v), v € [, z € 0, gdzie Q jest zwartym zbiorem w przestrzeni eu-
klidesowej punktowej &, i w przypadku ktérych z utozsamiane jest ze wspotrzedng prze-
strzenng, nazywa si¢ polami losowymi. W analizie niezawodnosci pola losowe zazwyczaj
stosuje si¢ do reprezentacji zmiennosci parametrow projektowych w obszarze konstruk-
cji. W przypadku pdél losowych &, zazwyczaj jest wielowymiarowa. Jednak konstrukcje
pretowe wygodnie jest modelow¢ za pomocg pél losowych, okreslonych na parametrze
skalarnym z € R.

Poniewaz w analizie niezawodnosci pola losowe i procesy losowe sa wykorzystywane
w rézny sposob, to ich omoéwienie zostanie podzielone na dwa rozdziaty. W tym roz-
dziale przedstawimy zastosowanie skalarnych pdl losowych do modelowania przestrzennej
zmiennosci parametréw konstrukcyjnych. Natomiast przedmiotem rozdziatu 5 jest analiza
niezawodnogéci zaleznej od czasu, wykorzystujgca procesy losowe.

4.2. Wybrane witasnosci skalarnych pél losowych

Zgodnie z definicja podang we wstepie, pole losowe o wartos$ciach skalarnych mozemy
postrzega¢ jako rodzing jednowymiarowych zmiennych losowych H(z) okreslong przez
wspéhrzedng z. Przyjmiemy zalozenie, ze z nalezy do zwartego zbioru 2 C £", gdzie prze-
strzeni euklidesowa punktowa £" jest zwigzana z opisywanym przedmiotem materialnym:

H(z) € R, z={z,...,2,} €QCE". (4.1)

Zmienna losowa H(z) jest nazywana wartoscia pola losowego w punkcie z.
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Omawiajac ponizej wlasnosci pél losowych przyjmiemy zalozenie, ze sg to tzw. pola
losowe rzedu drugiego. Pole losowe H(z), z € (), nazywamy polem losowym drugiego
rzedu, badz polem losowym Hilberta, jezeli spelmiony jest nastepujacy warunek:

E[|H(z)]] < . (4.2)

Jezeli spelniony jest powyzszy warunek, to istniejg momenty pierwszego i drugiego rzedu
wartosci zmiennych losowych H(z), z € 2. W przypadku pola drugiego rzedu mozna wiec
okresli¢ tzw. funkcje wartosci oczekiwaney:

pr(z) = E[H(2)], (4.3)
oraz funkcje wariancji:
Var [H(z)] = of(2) = E[(H(2) — un(2))*] (4.4)

gdzie oy (z) jest funkcjg odchylenia standardowego.

Wartosci skalarnego pola losowego H(zV) oraz H(z®), zM,z? € Q, mozna trakto-
waé jako sktadowe dwuwymiarowej zmiennej losowej. Jezeli H jest polem drugiego rzedu,
to istnieje kowariancja H(z™") i H(z®). Podobnie, jak w przypadku wartosci oczeki-
wanej 1 wariancji, mozemy wiec wprowadzi¢ funkcje kowariancji pola losowego (ang.
auto-covariance function) Ky : Q x Q — R, okreslong jako:

Ky(zV,2?) = Cov [H(z(l)),H(z(Q))}

E[(H(z") = un(2)) (H(z®) — puu(2?))] . (4.5)
Na podstawie funkcji wariancji i kowariancji, definiuje si¢ funkcje korelacji pola losowego
(ang. auto-correlation function):

KH(Z(l)J Z(2))
gH(Z(l)) UH(z(2)) ’

pu (2, 2%) = (4.6)

Wazng klase stanowig pola losowe, ktérych charakterystyki probabilistyczne sg nieza-
lezne od parametru potozenia. Pole losowe H(z), w przypadku ktérego istniejg funkcje
wartosci oczekiwanej i kowariancji, okresla sie jako stabo stacjonarne (ang. weakly homo-
genous), jezeli

pr(z) =const  oraz  Ky(z,z+1n) = Kg(n), (4.7)

gdzie z,z + n € Q. Stacjonarne pole losowe H(z) jest izotropowe, gdy jego funkcja kowa-
riancji zalezy jedynie od odlegloéci miedzy punktami:

Ku(z,z+n) = Ku(|nl), (4.8)

gdzie ||n|| jest dlugoscia, wektora n.
W teorii, jak réwniez w zastosowaniach, bardzo wazng role odgrywaja pola losowe,
ktére mozna zdefiniowaé¢ za pomoca rozkladu normalnego. Pole losowe H(z), z € €,
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okredla sie jako pole Gaussa (gaussowskie, normalne) wtedy i tylko wtedy, gdy kazda
skoriczona kombinacja liniowa postaci

G = i o H(z) (4.9)

jest zmienng losowg o rozkladzie normalnym (por. [111]). Z powyzszej definicji wynika,
ze wartosciami gaussowskiego pola losowego H(z), dla kazdego z € (2, sa zmienne lo-
sowe o rozkladzie normalnym. Istotng cecha gaussowskich pél losowych jest mozliwosé
ich jednoznacznego okreslenia za pomoca, funkcji wartosci oczekiwanej (4.3) i funkeji ko-
wariancji (4.5). Oczywidcie, zamiast funkcji kowariancji, mozemy wykorzystaé¢ funkcje
korelacji (4.6) i funkcje wariancji (4.4).

Stacjonarne, gaussowskie pola losowe czgsto sg definiowane za pomocsg funkcji korela-
cji. Na ogol w praktyce spotyka si¢ modele, w ktorych korelacja miedzy wartosciami pola
losowego H(zV) i H(z®) maleje wraz z odleglodcig miedzy punktami 6 = ||z — z(2)||.
W takich przypadkach zazwyczaj wykorzystuje sie nastepujace funkcje korelacji:

e trojkatna funkcja korelacji

)
1—— <
p(6) = o °sa (4.10)
0, 0>a

gdzie a jest tak zwang diugoscia, korelacji;

e wykladnicza funkcja korelacji

p(6) = exp (—g) . (4.11)

e gaussowska (wykladniczo kwadratowa) funkcja korelacji

p(8) = exp (-%) . (4.12)

Wystepujacg w powyzszych wzorach dlugosé korelacji a, formalnie okresla sie jako

T ol(9)lds
T IRu (@)

(4.13)

[stnieja problemy, w przypadku ktérych mozliwa jest obserwacja realizacji niekto-
rych wartosci pél losowych. Przyktadem moga tu byé¢ zagadnienia mechaniki gruntéw.
Modele podioza wykorzystujgce pola losowe, mozna bowiem uzupemié¢ wynikami badan
parametrow geotechnicznych, przeprowadzonych w okreslonych miejscach. W modelowa-
niu imperfekcji geometrycznych istotne jest na ogdl, uwzglednienie warunkéw podparcia
konstrukcji. W takim przypadku mozna przyjaé, ze przemieszczenia podpor sg determi-
nistyczne, a wiec realizacje wartosci pola losowego w punktach podparcia sg okreslone.

Jedna z metod definiowania pdl losowych, ktérych realizacje przyjmujg zada-
ne wartosci w pewnych punktach, jest "warunkowanie" stacjonarnych pdl losowych
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[80, 26]. Przyjmijmy, ze H(z), z € (, jest stacjonarnym polem losowym. Wartosci
tego pola H(z), H(zV) ..., H(z®) maja pewien laczny rozklad prawdopodobienistwa.
Niech zmienne losowe H(z™M) ..., H(z®) przyjmuja odpowiednio nastepujace realizacje
h(zM),. .., h(z®)). "Warunkowanie" pola losowego H(z), z € Q polega na okresleniu po-
la losowego G(z), z € ), ktérego wartosci maja warunkowy rozklad prawdopodobieristwa
H(z) pod warunkiem H(zW) = h(zY),... H(z®) = h(z®). Warto zauwazy¢, ze pole
losowe G nie jest stacjonarne, a jego funkcja wariancji ma zerowe warto$ci w punktach
zM 2R,

Przyklad 4.1: Niech H(z), z € (), bedzie stacjonarnym, gaussowskim polem loso-
wym. Zdefiniujmy pole losowe G(z), z € (), ktérego wartosci maja warunkowe rozkta-
dy prawdopodobieristwa wartoéci pola H pod warunkiem H(z(") = h(z), H(z®?) =
h(z®?),..., H(z'™) = h(z'™). Poniewaz pole losowe G(z), z € €, jest polem gaussow-
skim, to mozna je okresli¢ poprzez odpowiednie, warunkowe, funkcje wartosci oczekiwanej i
kowariancji.

Aby wyznaczy¢ funkcje wartosci oczekiwanej i kowariancji pola G, wyprowadzimy wzory,
okreslajace warunkowa warto$¢ oczekiwana i warunkowa kowariancje normalnych zmiennych
losowych. Przyjmijmy, ze wektor losowy X jest zwiazany z wektorem losowym Y za pomoca
transformacji liniowej, okreslonej przez macierz F, o wymiarach 2 x n:

X1 = i+ )Y R (4.14)
=3

Xo = Yot Z FyY; (4.15)
=3

X, =Y 1=3,...,mn
Zatézmy ponadto, ze spetnione sa nastepujace warunki

Cov [ X1, X;] =0, i=2,...,n. (4.16)

Warunki (4.16) implikuja nastepujace uktady réwnan liniowych (dla j = 1,2), dzieki ktérym
mozemy wyznaczy¢ sktadowe macierzy transformacji F:

Cov [Y2,Ys] Cov[Ys,Y3] -+ Cov[Ya,Y,] Fjo Cov [Y2, Y]]
Cov Y3, Ys] Cov[Ys, Y3 -+ Covl[Ys,Y,] Fis Cov V3, Y]] (4.17)
Cov|Y,,Ys] CovlY,,Ys] --- Covl[Y,,Y,] F; Cov Y, Y]]

gdzie j = 1, 2. Wprowadzajac oznaczenie C,y, j = 1, 2, dla wektora prawych stron, a Cyy dla
macierzy uktadu réwnan (4.17), wiersze macierzy transformacji F;, j = 1,2 (4.14) mozemy
wyznaczy¢ za pomoca

F;"=-Cjy 'Cyy, j=12. (4.18)
Korzystajac z (4.18), warto$¢ oczekiwana zmiennych X , j = 1,2, wyrazamy przez

E[X,] = E[Y;] + F;jpuy = E[Y;] — nycyy-luy, j=1,2, (4.19)
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gdzie py = {E[Y3],... E[Y,]} jest wektorem wartosci oczekiwanych zmiennych Y;, ¢ =
3,...,n. Wariancja Xj, j = 1,2 jest nastepujacej postaci:

Var [X;] = Var [Y} + Z FﬂY;] (4.20)
i=3

= Var[Yj]+2) F;Cov[Y;,Yi]+ Y > F;Cov|Y;,Yi] Fiy
=3 i=3 k=3
= Var [Yﬂ -+ 2Fjij -+ FjnyFjT
= Var D/J] — ZijTny_lch + ijTny_lcyyCYy_lcjy
= Var [Y}] — ijTny_Iij y
a kowariancja X7 i X, jest okreslona jako

Cov[Xy, Xs] = Cov [3/1 +Y R Yo+ Y BY; (4.21)
=3 =3

= Cov[Vy,Ys] + > Fy;Cov V2, Y] + Y FyCov [V,

=3 i=3

+ Z Z F1;Cov [Yy, Y] Fox
i=3 k=3
= Cov[Y,Ys] + F1Coy + F3Ciy + F1Cyy Fy"
= Cov[¥;,Ys] = CiyCyy 'Coy .
(4.22)

Poniewaz X jest liniowa transformacja Y, to jego rozktad prawdopodobienstwa jest rozktadem
normalnym. Korzystajac z zatozenia (4.16) oraz (4.19), (4.20) rozktad prawdopodobieristwa
X mozemy przedstawié¢ w nastgpujacej postaci:

¢ (x, px,Cx) = ¢ (X12, 12, C12) ¢ (¥, by, Cyy) (4.23)

gdzie puy, Cx sa, odpowiednio, wektorem wartosci oczekiwanych i macierza kowariancji X,
[y jest wektorem wartosci oczekiwanych wektora losowego { X1, X5}, a Ci jest jego macie-
rza kowariancji, o sktadowych okreslonych przez (4.20) i (4.21).

Korzystajac z (4.14), wektor losowy Xi5 = {X7, X2} mozemy przedstawi¢ za pomoca
Yo ={Y1,Y2}iYs, ={Y;,...,Y,} jako

Xi2 =Y+ FY5, =Y, — C,, Cyy Y3, . (4.24)
Podstawienie powyzszej zaleznosci do pierwszego cztonu prawej strony wyrazenia (4.23), po-
zwala uzyska¢ rozktad warunkowy Y5 pod warunkiem Y3, = y3,:

¢ (X12, H1g, C12) =

=¢ (Y — ClayCry '¥sn, iy — Clay Cyy ™ gy, Cio)

=¥ (Y12a Moy + CF{2YCYY71 (Yan — Hany) s C12) (4.25)

Z wyrazenia (4.25) wynika wzér na funkcje wartoéci oczekiwanej G(z), z € , ktéra
jest warunkowa funkcja wartoéci oczekiwanej H(z), z € €, pod warunkiem H(z()) =
h(zM), H(z?) = h(z®?),..., H(z'™) = h(z™):
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(4.26)

Z (4.25) mozna réwniez otrzymaé wyrazenie okreslajace funkcje kowariancji pola losowego G-
K¢ (z(m), Z(OQ)) = Ky (z(m), 22| H(zW), . .. ,H(z(m)))

= Ky (2(01)72(02)) +

— Z Z Cov [H (z(m)) JH (z(i))}
i=1 j=1
Cov ™' [H (z7),H (z)] Cov [H (2°?) , H (z7)]
(4.27)
gdzie Ky (20,209].), 2 2% € Q, jest warunkowa funkcja kowariancji pola losowego
H.

4.3. Wybrane analityczne wlasnosci realizacji pél losowych

W przypadku funkcji losowych réwniez mozemy okresli¢ takie pojecia, jak cigglosé
czy pochodna. Jednak w odréznieniu od klasycznej analizy matematycznej, w analizie
funkcji losowych pojecia te moga mieé¢ rézne interpretacje. Fakt ten jest konsekwencjg
istnienia alternatywnych definicji funkcji losowej: jako indeksowanej rodziny zmiennych
losowych i jako zbioru realizacji. W przypadku postugiwania si¢ pierwsza z definicji,
pojecie zbieznodci funkeji losowej i pojecie zbieznodci ilorazu réznicowego wykorzystu-
je pojecia zbieznosci probabilistycznej. Tak wiec méwimy o cigglosci badz pochodnej w
sensie $redniokwadratowym, prawie na pewno i wedlug prawdopodobieristwa [110]. Nato-
miast traktujgc funkcje losows jako przeksztalcenie przestrzeni zdarzen elementarnych w
przestrzen realizacji, méwimy o cigglosci i pochodnych realizacji funkeji losowych. W tym
przypadku, dla kazdej realizacji, bedziemy postugiwaé si¢ pojeciami znanymi z klasycznej
analizy matematycznej.

W tej czesci pracy skupimy si¢ na oméwieniu analitycznych wilasnosci realizacji pél
losowych. Naszym celem bedzie podanie warunkow, jakie powinny spetiaé¢ pola losowe,
aby ich realizacje byly ciagte badz rézniczkowalne. Zagadnienie to jest szczegdlne istotne w
przypadku modelowania imperfekcji geometrycznych. W niektérych problemach istotne
jest bowiem, aby realizacje pola losowego modelujace zaburzenia geometrii byly ciagle
badz rézniczkowalne.

Podane ponizej twierdzenia sg prawdziwe w przypadku tzw. osrodkowych pol losowych.
Méwige w skrécie, wszystkie wlasnosci probabilistyczne osrodkowego pola losowego sg,
okreslone przez jego wartosci w przeliczalnym, gestym podzbiorze punktéw obszaru 2.
Na przyktad, jezeli pole losowe nie jest osrodkowe, to jego supremum moze nie byé¢ dobrze
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zdefiniowang, zmienng losows. Bardziej precyzyjng definicje osrodkowosci pdl losowych
mozna znalez¢ w [3].

Pole losowe H(z,7v), v € T, z € Q, jest ciggle na , jezeli jego realizacje sg cigglte na
tym zbiorze prawie na pewno[110]. Tak wiec w przypadku kazdej sekwencji z,, takiej, ze
|z, — z|| — 0, przy n — oo, zachodzi

P{v:|H(zy,,v) — H(z,7)| = 0przyn — oo Vz € Q} = 1. (4.28)

Dos¢ restrykeyjny dostateczny warunek ciagtosci realizacji pdl losowych zostat podany
jako wniosek z bardziej ogdlnego twierdzenia w pracy [10], ale jego wyprowadzenie mozna
réwniez znalezé w [4]. Pole losowe H(z,7v), v € I', z € Q, ma ciagle realizacje na (2
(zwartym podzbiorze &,) z prawdopodobieristwem 1, jezeli dla ¢ > 0, a > 0in > «
spemiona jest nieréwnos¢:

a cl¢lP
E[|H(z) — H(z + ¢)|*] < W-

W przypadku gaussowskich pdl losowych o zerowej funkcji wartosci oczekiwanej warunek

(4.29)

(4.29) mozna sformulowaé nieco precyzyjniej [4]. Niech H (z,7) z € Q, v € T, bedzie
gaussowskim polem losowym o zerowej funkcji wartosci oczekiwanej i ciagtej funkcji ko-
wariancji. Jezeli dla pewnych 0 < ¢ < oo oraz o > 0,

Eﬂﬁuz)_ﬁ(ﬁo

< .
:| |10g||<H|1 “ < )

dla wszystkich z,z + ¢ € Q takich, ze ||{|| < 1, to pole H ma ciagle realizacje na Q z
prawdopodobienistwem 1. Zauwazmy, ze gaussowskie pole losowe mozna przedstawié za
pomocg pola o zerowej wartosci oczekiwanej na podstawie wyrazenia

f(2) = H(z) — pn(2) (4.31)

gdzie ppy jest funkcjg wartodci oczekiwanej H. Tak wiec, jezeli pole H ma ciggly funk-
cje kowariancji Ky, to podstawiajac (4.31) do (4.30) uzyskujemy dostateczny warunek
cigglosci jego realizacji

C

0%(z)+0?{(z+C)—2KH(z,z—|—C)§W,

(4.32)
gdzie ¢, a, ¢ speliajg zalozenia takie, jak w przypadku (4.30).

Przedstawimy teraz wnioski z analizy wlasnodci warunku (4.32), jaka mozna znalezé w
pracy [2]. Na rysunku 4.1 zamieszczono wykresy funkcji bedacej prawa strong wyrazenia
(4.32) (¢ = 11 rézne wartosci «). Zauwazmy, ze wykresy tej funkcji zbiegaja do zera
prawie pionowo. Mozna wigc przypuszczaé, ze jej pochodna w zerze jest nieskoriczona.
Istotnie, pochodna prawej strony (4.32) 9|log ||¢|||~0+) /9||¢|| dazy do oo, kiedy ||C|| —
0. Tak wigc, jezeli funkcja kowariancji ma skonczona pochodng przy ||¢]| — 0, to istnieje
skoriczone ¢, zapewniajace spelnienie warunku (4.32).
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RYSUNEK 4.1. Wykres funkcji okreslajacej warunek cigglosci gaussowskich pdl losowych.

Przyjmujac zalozenie, ze realizacje pola losowego H(z,v), z € Q C &,, v € T, sq
rozniczkowalne, mozemy okresli¢ jego gradient. Jest to wektorowe pole losowe

VH(z,v) € &", zeQ)yel, (4.33)

gdzie E" jest m-wymiarows wektorows przestrzenia euklidesowa, ktérego realizacje, w
przypadku ustalonych zdarzen elementarnych v ,sg gradientami realizacji pola H. W bazie

kartezjariskiej {ei,...,e,} realizacje gradientu mozna wiec przedstawi¢ w nastepujacy
sposéb:

" Oh(z,7)

i=1 ¢

Warto zauwazyé, ze poniewaz operacja rézniczkowania jest przeksztalceniem linio-
wym, to gradient gaussowskiego pola losowego jest wektorowym polem gaussowskim.

Wartosci oczekiwane sktadowych gradientu V H;(z) sg pochodnymi czgstkowymi funk-
cji py(z). Jezeli prawie wszystkie realizacje pola losowego sg rézniczkowalne, to istniejg
wartosci oczekiwane w ponizszych przeksztalceniach:

E[VH(z)] = Jim E H (Z+Azz> - (z)}
. E[H(z+ Aze)| —E[H(z)]  Ouu(z)
— Alzlfgo A- =% (4.35)

W przypadku wartosci pola losowego H(z) i sktadowych wartosci jego gradientu V H;(z),
mozna okredli¢ funkcje wzajemnej kowariancji postaci

Kiron, (20, 22)) = Cov [H(z"), VI (2®)] = B [A(z)VL(?)] | (4.36)
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gdzie

Opn (z) ‘

VH;(z) = VH(z) — I

(4.37)

Przenoszac granice przed operacje wartosci oczekiwanej, otrzymujemy nastepujacy zwia-
zek miedzy (4.36) i funkcjg kowariancji pola H:

Kpom (zY,2?) = E[ﬁ(z“))vﬁi(z@))}

= lim E
Az;—0

H(zM) A
%

ﬁ[(z(g) + Azie;) — ﬁ[(z@))]

E[f(20)H (2 + Aze)| — B [H(z0)H(2?)]

- Alzlfgo Az;
— lim Ky (zW,2% 4+ Azie;) — Ky (zW,z?) _ 0K (2, z?)
Azi—0 Az azl@)
(4.38)
Analogicznie mozna pokazad, ze:
Komu(zV,22) = 0Ky (2,2 (4.39)

o2

W przypadku wektorowych pél losowych mozemy rozpatrywaé tensory korelacyjne. W
przypadku rozpatrywanego procesu gradientowego ograniczymy si¢ jedynie, do podania
podstawowego tensora korelacyjnego Ky (z™,z?)), o sktadowych postaci:

Kyui(z0,2?) = Cov [VH,(zV), VH;(z?)] = E [Vﬁi(z“))vﬁj(z(?))} (4.40)

Stosujac podobne przeksztalcenia jak powyzej, mozemy uzyskaé¢ nastepujace zaleznosci
miedzy skladowymi tensora korelacji VH a funkcjg kowariancji pola H:
Kypy(z",2?) = E[VHi(z<1>)VHj(z<2>)}

Hiz® & Aze) — H(zD)  ~
(0 + bze) - He >VHj(Z<2>)]
Zj

E [[f[(zu) + Aziei)vf[j(za))} —E [f[(z(l))Vij(z@))]

= lim

Az;—0 Azl
_ oy Kpvn, (2Y + Azie;, 2?9) — Koy, (21, 2)
e Az
_ PEul 2 7) (4.41)
PRUPRE '

Pole losowe H(z), z € (2, jest okre§lane jako rézniczkowalne na €2, jezeli jego reali-
zacje sg rézniczkowalne na tym zbiorze z prawdopodobienistwem 1 [110]. Funkcje wielu
zmiennych klasy C7, majgce cigglte pochodne w obszarze (), sg rézniczkowalne. Tak wigc
rozniczkowalnosé pola losowego mozemy wyrazi¢, zadajac cigglosci sktadowych jego gra-
dientu. A zatem, realizacje pola losowego H sg rézniczkowalne z prawdopodobieristwem
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1, jezeli w przypadku kazdej sekwencji z;, takiej, ze ||z, — z|| — 0, przy k — oo, zachodzi
P{v:|VH(z,v)—VHz,7)| = 0przyk — coVz € Q} =1 i=1,...,n. (4.42)

Konieczne warunki rézniczkowalnosci realizacji pol losowych mozemy uzyskaé, zada-
jac, aby pochodne czastkowe mialy ciggle realizacje. Pole losowe jest wiec rézniczkowalne,
jezeli skladowe jego gradientu spehiaja warunki cigglosci (4.29) lub (4.30). Warunek
(4.32), okreslony za pomocg, funkcji kowariancji sktadowych gradientu, przyjmuje postacé

C/

Ky, <Z7 Z) + Ky, (Z + C/7 z+ C/) — 2Ky, (Z7 z+ C/) < W: L=
0g

..,
(4.43)

gdzie ¢, o, ¢’ speliajg zalozenia takie, jak w przypadku (4.32).

4.4. Dyskretyzacja pdl losowych

Jak widzieliSmy w poprzednich podrozdziatach, pole losowe w ogdlnosci jest rodzing
zmiennych losowych o nie przeliczalnej liczbie elementéw. Taki model nie moze by¢ bezpo-
srednio wykorzystany w analizie niezawodnosci, gdyz metody przedstawione w rozdziale
2 dziatajg jedynie dla skoriczonej liczby zmiennych losowych. Tak wigc oszacowanie praw-
dopodobienistwa awarii, w przypadku problemu okreslonego na podstawie pola losowego,
wymaga jego przyblizenia za pomocg funkcji wielowymiarowej zmiennej losowe;.

Dyskretyzacja H skalarnego pola losowego H jest aproksymacjg skalarnego pola lo-
sowego za pomocy funkecji H : Q@ x X — R, gdzie X = {X;, Xy, ..., X,,} jest wektorem
losowym, okreslonym na tej samej co aproksymowane pole losowe przestrzeni probabili-
stycznej (I, €, P):

H(z) ~ H(z) = H(z,X). (4.44)

Efektywna dyskretyzacja pola losowego powinna, przy wykorzystaniu mozliwie malej licz-
by zmiennych losowych, zapewnia¢ minimalizacj¢ przyjetego kryterium biedu.

Bledem dyskretyzacji jest rézmica H(z,~y) — H(z,7), v € . Oczywiscie blad ten
powinien by¢ jak najblizszy zeru. Tak wiec uzasadnione jest dazenie do uzyskania dys-

kretyzacji, ktéra jest nieobcigzona, tzn. spelnia warunek:
E|H(z) - ﬁ(z)] — 0. (4.45)

Jezeli spelniony jest powyzszy warunek, to za miare bledu mozna przyjaé jego wariancje.
Czesto jako punktowe oszacowanie bledu dyskretyzacji stosuje si¢ tzw. wzgledna, wariancje
bledu dyskretyzacji:

~

Var [H(z) — H(z)
Var [H (z)]

err(z) =

(4.46)
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Globalng miarg bledu jest natomiast sredni blad kwadratowy, bedacy calks wariancji btedu
dyskretyzacji po €

T = /Q Var [H(z) - ﬁ(z)] Q. (4.47)

W ogélnosci dyskretyzacje pola losowego mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

H(z,X) = go(z) + Z 9i(z) Xi , (4.48)
i=1
gdzie g;, 1 = 0,1,...,n sg funkcjami z € Q, a X;, i =1,2,...,n sg zmiennymi losowymi,

na ktérych opiera si¢ dyskretyzacja. Metody dyskretyzacji réznig, si¢ sposobem, w jaki
okresla si¢ funkcje g i zmienne X - to zréznicowanie jest podstawsg ich klasyfikacji. W tej
pracy zaproponujemy nastepujacy podzial:

e Metody lokalnego usredniania (ang. local averaging) - wykorzystujace podzial Q na
rozlgczne podzbiory (elementy), w ktérych pole losowe jest reprezentowane przez
pojedynczg zmienng losowa. Rozkitad prawdopodobienistwa tych zmiennych loso-
wych jest okreslany poprzez procedure usredniania pola losowego wewnatrz elemen-
tow.

e Rozwiniecia w szereq - wykorzystujace reprezentacje pola losowego za pomoca obcie-
tego rozwinigcia w szereg funkcji deterministycznych, ze wspélczynnikami losowymi.

o Aproksymacja funkcjami ksztattu - wykorzystujaca interpolacje za pomocg funkcji
ksztaltu i skonczonego podzbioru wartosci pola losowego.

Najpopularniejsze metody zostana omowione ponizej. Przedstawione zostang rowniez
przykiady dyskretyzacji pél losowych. W prezentowanych przykladach ograniczymy sie
jednak, tylko do wykorzystania metody optymalnej aproksymacji liniowej, ktéra, po
uwzglednieniu trudnosci zastosowanie i dokladnosci uzyskanych wynikéw, uznalismy za
najbardziej efektywna,.

4.4.1. Metody lokalnego uséredniania

Dzigki swojej prostocie metody lokalnego usredniania sg czesto wykorzystywane do
dyskretyzacji pol losowych. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze podejscie bedace ich podstawa,
jest raczej heurystyczne.

Zastosowanie metod lokalnego usredniania wymaga podzialu obszaru (2, na ktérym
jest okreslone pole losowe, na rozlaczne, przylegajace podobszary (nazywane réwniez ele-

mentami pola losowego) 2, i = 1,2,... n.. W przypadku, kiedy analiza stochastyczna

i
jest prowadzona w potaczeniu z analiza metods elementéw skoriczonych, warto wyko-
rzysta¢ podzial {2 na elementy skonczone. W ramach metody lokalnego uéredniania, po-
le losowe wewngtrz elementu przybliza si¢ jedng zmienng losows, zwigzang z pewnym
usrednieniem pola wewnatrz elementu. Najczedciej wykorzystuje si¢ dwa podejscia, tzw.

dyskretyzacje punktowa, 1 usrednianie po elemencie.
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Dyskretyzacja punktowa. Metoda ta, opiera si¢ na reprezentacji pola losowego
w kazdym z elementéw €2, za pomoca wartosci pola losowego w wybranym punkcie
elementu. Jednym z wariantéw tego podejécia jest metoda punktéw Srodkowych (ang.
mid point method) [23], wykorzystujaca wartosci pola losowego w srodkach ciezkosci
elementow. Niech dany bedzie wektor losowy

Xyp = {H(z'V), H(z*®),... H(z""))}, (4.49)

gdzie H(z*™), i = 1,2,...,n,, s wartoéciami H(z) w érodkach cigzkosci elementéw.
Przyjmuje sie, ze wlasnosci X,,p wynikajg z wlasnosei pola losowego H(z), na przyktad:

Cov [Xpm, Xp] = Kp(z*™,2°™),  m,ne{l,2,...,n.}. (4.50)

Aproksymacje metods punktéw srodkowych pola losowego H (z) mozemy wiec okresli¢ w
nastepujacy sposob:

Hyp(z) = Z Io:(z)H(z""), (4.51)

gdzie Ige 1 =1,...,n. sg funkcjami charakterystycznymi elementéw pola losowego. War-
to zwroci¢ uwage, ze realizacje H vp(z) sy stale wewnatrz elementéw i majg niecigglosci
na ich brzegach. Mozna réwniez pokazaé [23], ze dyskretyzacja za pomocg punktéw $rod-
kowych ma wiekszg nieregularnosé niz dyskretyzowane pole losowe.

Metoda $rednich przestrzennych. Przykladem metod lokalnego usredniania jest
metoda Srednich przestrzennych (ang. spatial average method) [126, 61]. Sktadowe wektora
zmiennych losowych X4 = {X?4, . X4} ktcry jest wykorzystywany w dyskretyzacji,
sg $rednimi pola losowego w elementach:

XSA o fﬂf H(Z)dQ’Le

sA-Th L L =12, 0. (4.52)
€2

Dyskretyzacja metodg $rednich przestrzennych jest okreslona tak, jak w metodzie punk-
téw srodkowych:

HSA(Z) = Z Iqe (2) X (4.53)
i=1

Podejécie to ma jednak ograniczone zastosowanie, gdyz poza przypadkiem gaussowskich
pol losowych, prawie niemozliwe jest otrzymanie gestosci prawdopodobienstwa dla wek-
tora X4, Warto$¢ érednia i kowariancje skladowych X4 sg okreslone przez catki funkcji
wartosci $rednich i kowariancji pola losowego w elementach dyskretyzacji.

[stotng cechg dyskretyzacji metoda srednich przestrzennych jest jej wieksza regular-
no$¢, w poréwnaniu z aproksymowanym polem losowym. Omawiana metoda i metoda
punktéw srodkowych moga wigec by¢ wykorzystywane jako przyblizenia, bedace dolnym i
gérnym ograniczeniem losowej zmiennosci pola.
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4.4.2. Rozwiniecia w szereg

Niech {v;(z)}32, bedzie zbiorem funkeji ortogonalnych, tworzgcych kompletng baze w
L%(€Q) - przestrzeni Hilberta funkcji calkowalnych z kwadratem na €. Dla uproszczenia
mozna przyjaé zalozenie, ze baza jest ortonormalna, tzn.:

Na przyktad w pracy [132], do dyskretyzacji gaussowskich pél losowych, jako sktadowe
bazy, wykorzystano wielomiany Legendra.

Niech H(z,7v), z € , v € I', bedzie polem losowym, w przypadku ktérego istnieja
funkcje wartosci oczekiwanej up(z), z € Q i kowariancji Kpy(zM,2?), 2z 22 ¢ Q.
Kazda realizacja rozwazanego pola losowego h(z), z € Q, jest funkcja £2(Q), ktéra moze
by¢ rozwinigta w szereg oparty na funkcjach {1;(z)}:2,. Tak wiec pole losowe H mozemy
przedstawi¢ w postaci szeregu z losowymi wspdtezynnikami:

H(z,7) = u(z) + > Xi(v)ti(2), (4.55)
i=1
gdzie X;(v),i=1,...,00, v € I', 83 zmiennymi losowymi o zerowej wartosci oczekiwanej.

Poniewaz funkcje 1); sg ortogonalne, to zmienne losowe X; majg postaé

Xi(7) = / (H(2,7) — jn(2)) v3(2)d2 (4.56)

a sktadowe ich macierzy kowariancji sg, okreslone wyrazeniem:

Cov [Xi, X] / / K (2", 23);(2)1;(2?)dd. (4.57)

Jezeli H jest gaussowskim polem losowym, to z réwnania (4.56) wynika, ze zmienne
{X;}52, s zmiennymi normalnymi o zerowej wartosci oczekiwane;.

Szczegbdlnym przypadkiem dyskretyzacji za pomocs szeregu losowego jest, tak zwane
rozwiniecie Karhunena-Loeva [45]. Metoda ta wykorzystuje funkcje ortogonalne postaci

= Vhpi(z)  i=1..., (4.58)

gdzie \; i p; odpowiednio, sg warto$ciami wiasnymi i funkcjami wlasnymi nastepujacego
jednorodnego réwnania catkowego Fredholma drugiego rodzaju

/ Ki(zY, 20)p(22)dz? = Ap(z) . (4.59)
Q

Poniewaz jadro Kg(-,-) powyzszego réwnania (bedace funkcjg kowariancji pola H) jest
ograniczone, symetryczne i dodatnio okreslone, to zbidér funkcji {¢;} tworzy kompletna
baze ortogonalng w £2(€2). Co wiecej, wartosci wlasne \; sg rzeczywiste, dodatnie, a ich
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jedynym punktem akumulacji jest zero. Rozwiniecie pola losowego w szereg Karhunena-
Loeva ma wigc nastepujaca postac:

H(z,v) = pu(z) + Z VAYi(7)ei(z), (4.60)

gdzie losowe wspoélczynniki rozwiniecia Y;, ¢ = 1,..., 00, v € I sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi [45].
Rozwiniecie Karhunena-Loeva posiada kilka istotnych wiasnosci:
e Wartosci wlasne \; mozna uporzagdkowaé¢ w szereg, ktéry jest malejacy i zbiezny
do zera. Obcinajac, tak uporzadkowany szereg po m-tym wyrazie, otrzymujemy
dyskretyzacje Karhunena-Loeva pola losowego H(z, ), okreslong jako

Hrer(2) —l—z\/_chl . (4.61)

e Rozwinigcie oparte na bazie zlozonej z funkcji wlasnych ¢;(z), jest optymalne w
sensie minimalizacji $redniego bledu kwadratowego, powstalego w wyniku obciecia
szeregu po m-tym wyrazie (w poréwnaniu do obcietego szeregu opartego na kazdej
innej bazie):

{p(z),\} = argmin/Q (Z @Y;@bl(z)> dz. (4.62)

e Drzigki ortonormalnosci funkcji wlasnych mozna otrzymaé proste wzory, ktére okre-
slajg zmienne losowe bedgce parametrami rozwinigcia:

Vi) = o [ () = ) ()0 (4.63)

e Wariancja bledu, wynikajacego z obcigcia szeregu po m wyrazach, jest okreslona
nastepujacym wzorem [116]

Var [H(z) — H(z) } = 0% (2 sz — Var[H(z)] — Var [mz)} . (4.64)

Powyzsze wyrazenie jest zawsze dodatnie, poniewaz jest wariancja jakiejs wielkosci.
Tak wiec, pole losowe ma wigkszg nieregularno$é niz jego dyskretyzacja metoda
Karhunena-Loeva.

Dyskretyzacja Karhunena-Loeva, dzigki swojej optymalnosci, spotkata si¢ z duzym
zainteresowaniem w literaturze. Praktyczne zastosowanie tej metody jest jednak ograni-
czone do probleméw, w przypadku ktérych mozna efektywnie rozwigza¢ réwnanie (4.59).
Rozwigzania analityczne tego problemu istniejg dla kilku typéw funkcji korelacji, okre-
slonych na obszarach €2 o prostej geometrii. Analityczne rozwigzania problemu (4.59),
dla wykladniczych i tréjkatnych funkcji korelacji zdefiniowanych w ograniczonych prze-
dziatach, symetrycznych wokét zera, mozna znalezé w pracy [45]. W ogdélnym przypadku,
do rozwigzania réwnania (4.59) mozna zastosowa¢ metody numeryczne. Rowniez w [45]
zaproponowano stuzacg temu celowi procedure, opartg na metodzie Galerkina.
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4.4.3. Metoda funkcji ksztaltu

W metodzie funkcji ksztaltu (ang. shape function method) (SF) stosowana jest po-
dobna aproksymacja, jak w metodzie elementéw skoniczonych [69, 70]. Obszar, w ktérym
jest okreslone pole losowe, podlega podzialowi na elementy, tak jak w przypadku metody
lokalnego usredniania. Aproksymacja, w kazdym z elementéw, jest okreslona za pomocs,
nastepujacego wyrazenia:

Hsp(z ZN ), zeQ k=12 .. n., (4.65)
gdzie q jest liczba wezléw w elemencie Qf, a N;, @ =1, ..., ¢ s wielomianowymi funkcjami

ksztaltu, zwigzanymi z wezlami elementéw w punktach z(. Funkcja wartodci oczekiwanej
i funkcja kowariancji aproksymacji metodg SF sg postaci
q

Py, (2) = ZNi(Z>NH(Z(i))7 (4.66)
Ky (z(m) Z(oz)) — ZZN (01 (02))KH(Z(01) Z(oz)) (4.67)
SF ) ) ) .
=1 j=1

z,z") € Qr, k=1,2,...,n,
gdzie ¢ jest liczbg wezléw elementu, zawierajacego punkt z(°V, a p jest liczbg wezléw
elementu zawierajacego punkt z(°?. Warto zauwazy¢, ze realizacje pola losowego Hgp sq,
funkcjami cigglymi na obszarze €2, co niewatpliwie jest zaleta tej metody w poréwnaniu
do metod dyskretyzacji punktowe;j.

4.4.4. Metoda optymalnej aproksymacji liniowej

Metoda optymalnej aproksymacji liniowej (ang. Optimal Linear Estimation Method)
(OLE), zostala zaproponowana przez Li i Der Kiureghiana w pracy [66]. W tym algo-
rytmie wykorzystuje sie wektor wartosci pola losowego H w punktach wezlowych z(®,
1=1,...,q:

X = {H(zY),H(=z?),...,H(=z")}. (4.68)
Dyskretyzacja metoda OLE jest zdefiniowana nastepujacym wzorem:

Horp(z,X) = a(z) + Zb (4.69)
gdzie funkcje a(z) i b;(z) sg okredlone w kazdym punkcie z € ), poprzez nastepujacy
problem optymalizacji:

minimalizuj Var[H(z) — Hopp(z, X)), (4.70)
przy ograniczeniu E[H(z) — Hope(z, X)] = 0. (4.71)

Zauwazmy, ze formutujac powyzsze zadanie optymalizacji postuzono si¢ warunkami omé-
wionymi na poczatku tego podrozdzialu, ktére powinny byé spelione przez efektywna
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dyskretyzacje pola losowego. Minimalizacja funkcji celu jest, bowiem réwnowazna mini-
malizacji punktowego bledu dyskretyzacji (4.46), a spelnienie ograniczenia zapewnia, ze
dyskretyzacja jest nieobcigzona (por. (4.45)).

Funkcje a(z) mozemy okresli¢ podstawiajac (4.69) do warunku (4.71):

a(z) = py(z) — Z bi(z)E[X;]. (4.72)

Poprzez podstawienie powyzszego wyrazenia do (4.69), otrzymujemy
Hopnp(z,X) )+ Zb Xi). (4.73)

Za pomocy (4.73), funkcje celu (4.70) mozna przeksztalcié w nastepujacy sposéb:
. . 2
Var [H(z) - HOLE(Z)] —E [(H(z) - HOLE(Z)) } -

= o2 (z —ZZb )Cov [H +ZZb z)Cov [X;, X;]. (4.74)
=1 j=1
Funkcje b;(z) powmny zapewnia¢ minimalizacje funkcji celu (4.74) w kazdym punkcie ob-

szaru 2. Warunek konieczny optymalnosci, w postaci zerowej pochodnej (4.74) wzgledem
b;(z), jest nastepujacej postaci:

Vi=1,2,....q — Cov [H +Zb )Cov [X;, X,] = 0. (4.75)
Ostatecznie, wartosci b; w punkcie z mozna wyznaczy¢ rozwigzujgc nastepujacy uktad
réwnan liniowych, otrzymany z (4.75):

b(z) = Cx'Cux(z), (4.76)

gdzie b(z) = {b1(2z), b2(2),...,b,(z)}, Cx jest macierzg kowariancji wektora X, okreslo-
nego wzorem (4.68), a Cyx(z) = {Cov [H(z), X;],Cov [H(z), X5],...,Cov [H(z), X,]}.
Podstawiajac powyzsze wyniki do wyrazenia (4.73), otrzymujemy macierzowa, postaé dys-
kretyzacji metoda, OLE

Horp(z,X) = ju(2z) + [Cx' Cux (2)] 1 (X = ux), (4.77)

gdzie px = {E[X1],E[Xs],...,E[X,]}. Poniewaz (4.77) spelia warunek (4.71), to wa-
riancje dyskretyzacji metodg OLE mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Var [I:IOLE(Zu Xﬂ =k {([:[OLE(Z’ X)-E [ﬁOLE(L X)])Q]

—E [(HOLE(L X) - “H<Z)>2}

=E [Chx(2)Cx' (X — px)(X — p1x) ' Cx' Crx(2)]
= Chx(2)Cx'Cpx(z) . (4.78)
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Wykorzystujac (4.76), wariancje bledu okreslong przez (4.74) przedstawia sie, w notacji
macierzowej, jako

Var |H(z) — Horp(z,X)| = 0%(z) — 2CL 4 (2)Cx!Crx + Ch(2)Cx'Crx(z)
oh(z) — Chx(2)Cx' Crx. (4.79)

Druga czesé wyrazenia (4.79) jest réwna wariancji dyskretyzacji metoda OLE, okreslonej
przez (4.78). Poniewaz wariancja jest zawsze nieujemna, to na podstawie (4.79) otrzymu-
jemy:

Var [ﬁOLE(Z,X>i| <o%(z); (4.80)

a wiec dyskretyzacja metoda OLE jest bardziej regularna niz aproksymowane pole losowe.

W przypadku gaussowskich pdél losowych, metoda OLE moze by¢ zmodyfikowana,
tak aby dyskretyzacja byta okreslona za pomoca standardowych zmiennych normalnych;
podobnie jak ma to miejsce w rozwinieciu Karhunena-Loeva. Metoda ta oznaczana skré-
tem EOLE (ang. expansion optimal linear estimation) [66], wykorzystuje tatwosé¢ trans-
formacji zaleznych zmiennych gaussowskich na standardowe zmienne normalne. Wektor
gaussowskich zmiennych losowych X jest zwigzany z wektorem standardowych zmiennych
normalnych U poprzez nastepujaca transformacje:

X = ux + ®A2U, (4.81)

gdzie ® jest macierza, ktérej kolumny sg wektorami wiasnymi, a A jest macierzg diago-
nalng wartosci wlasnych, macierzy kowariancji Cx wektora X. Tak wiec, spelniona jest
ponizsza réwnosé

Cx® = DA. (4.82)

Jezeli dyskretyzowane pole losowe jest gaussowskie, to wektor (4.68) jest wielowy-
miarows zmienng normalng. Korzystajac z transformacji (4.81), wektor (4.68) moze by¢
przedstawiony za pomocg standardowego wektora normalnego w nastepujacy sposéb:

X=px+ Z ViU, (4.83)
i=1

gdzie ¢@;, \; sa odpowiednimi wektorami i wartosciami wlasnymi. Rozwigzujac problem
definiujacy metode OLE (4.70)-(4.71) dla wektora (4.83), otrzymujemy wyrazenie okre-
slajace dyskretyzacje metoda EOLE:

Heorp(z) )+ Z (z). (4.84)

Jezeli wektory wlasne sg uporzadkowane zgodnie z malejacymi warto$ciami wiasnymi, to
sumowanie w wyrazeniu (4.84) moze by¢ skrécone do r < n wyrazéw.
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Wariancja bledu metody EOLE jest nastepujacej postaci:

r

; 1
Var |H(z) — H(z)} = oh(e) =Y+ (4] Cux)’ . (4.85)
i=1 "
Poniewaz drugie wyrazenie w powyzszym wzorze jest réwne wariancji rozwiniecia EOLE,
to widzimy, ze dyskretyzacja otrzymana za pomocs tej metody, ma mniejsza nieregular-
nos¢ niz odpowiadajace jej pole losowe.

4.4.5. Dyskretyzacja niegaussowskich pdl losowych

Wartosci funkeji gestosci prawdopodobienistwa w obszarach awarii sg zazwyczaj bar-
dzo mate. Méwimy rowniez, ze obszary awarii sg potozone w tzw. ogonach rozkladu
prawdopodobienistwa. Tak wiec, metody dyskretyzacji, wykorzystywane w analizie nieza-
wodnosci, powinny zapewnia¢ dokladne przyblizenie nie tylko pierwszych badz drugich
momentéw, ale réwniez ogonéw rozktadow prawdopodobienstwa wartosci aproksymowa-
nych pdl losowych. Zaprezentowane powyzej metody spelniajg ten warunek, jedynie w
przypadku gaussowskich pol losowych. Omawiane metody dyskretyzacji moga by¢ wiec
stosowane dla niegaussowskich pél losowych Hyg, jezeli istnieje nastepujaca nieliniowa
transformacja:

Hye(z) = T[H(z)], (4.86)

gdzie H jest polem normalnym. W takim przypadku, Hyg mozna przyblizyé poprzez
transformacje dyskretyzacji pola gaussowkiego

Hye(z) = T[H(z)]. (4.87)

Stosowanie powyzszej metody wigze sie jednak z pewnymi trudnosciami. Na przyklad, w
przypadku transformacji dyskretyzacji metoda OLE, otrzymane przyblizenie moze utracié¢
wiasnosé¢ minimalizacji bledu dyskretyzacji.

Omawiana metoda znajduje istotne zastosowanie praktyczne, gdyz moze by¢ efektyw-
nie wykorzystywana do dyskretyzacji logarytmiczno-normalnych pél losowych. Poniewaz
realizacje takich pdl losowych przyjmujg jedynie wartoéci dodatnie, to sg one czgsto sto-
sowane do reprezentacji wtasnosci materiatowych.

4.4.6. Przyklady dyskretyzacji pol losowych

Przykiad 4.2: Omdwienie probleméw, zwiazanych z z modelowaniem losowo i prze-
strzennie zmiennych parametréw konstrukcyjnych, zaczniemy od elementarnego przyktadu,
wykorzystujacego jednowymiarowe stacjonarne pole losowe.

Stacjonarne pola losowe sa zazwyczaj stosowane do modelowania wartosci parametréw
materiatowych, charakterystyk geometrycznych przekrojéw, czy parametréw geotechnicznych
gruntu. W przypadku, kiedy dokonano pomiaréw tych parametréw w wybranych punktach
konstrukcji, mozna uwzgledni¢ zaobserwowane wartoséci poprzez wykorzystanie warunkowego
pola losowego [26].
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RYSUNEK 4.2. Poréwnanie punktowej wzglednej wariancji bledu dyskretyzacji dla metod:
OLE 10 - OLE z 10 zmiennymi losowymi, OLE 21 - OLE z 21 zmiennymi losowymi, EOLE -
EOLE wykorzystujaca 6 z 21 zmiennych losowych, KL - rozwiniecie Karhunena-Loeva rzedu
6. Wykladnicza funkcja korelacji.

Rozwazmy wigec stacjonarne gaussowskie pole losowe, ze wspétrzedna z € [0,1]. Moze to
by¢, na przyktad, model modutu sprezystosci, uwzgledniajacy jego zmiany wzdtuz osi belki. Ja-
ko pierwszy, rozpatrzymy przypadek, kiedy funkcja korelacji jest wyktadnicza (4.11), o dtugosci
korelacji réwnej potowie dtugosci przedziatu, na ktérym jest okreslone pole losowe. W przy-
padku takiej funkcji korelacji, okreslonej na przedziale w zbiorze liczb rzeczywistych, istnieje
analityczne rozwiazanie problemu (4.59), a wiec mozliwe jest tatwe zastosowanie dyskretyza-
cji Karhunena-Loeva (4.60). Dyskretyzacje metoda OLE przeprowadzono wykorzystujac g=10
(OLE 10) i g=21 (OLE 21) wartosci pola losowego, w punktach z; =i/(qg+1),i=1,...,q.
Na podstawie aproksymacji OLE z 21 zmiennymi losowymi, zgodnie z (4.84), uzyskano dyskre-
tyzacje EOLE, w ktérej zastosowano r=6 zmiennych losowych. W metodzie Karhunena-Loeva
(KL) wykorzystano 6 wyrazéw szeregu (4.60). W przypadku rozpatrywanego problemu, wzory,
ktére okreslaja funkcje i wartosci whasne rozwiniecia Karhunena-Loeva, mozna znalez¢é w [45]

Rysunek 4.2 przedstawia wykresy btedu dyskretyzacji (4.46) omawianych metod. Jak moz-
na zauwazy¢, poréwnywalne wartosci btedu err(z) wewnatrz obszaru dyskretyzacji zostaty
uzyskane w przypadku rozwinigcia Karhunena-Loeva, metody OLE dla 10 zmiennych loso-
wych oraz EOLE. Wartosci [, err(z)dz dla rozwazanych dyskretyzacji wynosza: KL - 0.0725,
OLE 10 - 0.0789, EOLE - 0.0787.

Podsumowujac otrzymane wyniki mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku rozpatrywanej funk-
cji korelacji bardzo efektywna jest dyskretyzacja metoda EOLE. Przy wykorzystaniu takiej sa-
mej liczby zmiennych losowych, daje wyniki zblizone do, uwazanej za optymalna, dyskretyzacji
Karhunena-Loeva. Zauwazmy réwniez, ze metoda EOLE wydaje sie by¢ bardziej efektywna,
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RyYSUNEK 4.3. Poréwnanie punktowej wzglednej wariancji bledu dyskretyzacji dla metod:
OLE 3 - OLE z 3 zmiennymi losowymi, OLE 8 -OLE z 8 zmiennymi losowych, EOLE - EOLE
wykorzystujaca 3 z 8 zmiennych losowych. Gaussowska funkcja korelacji.

jezeli wykorzystuje sie doktadna dyskretyzacje pola losowego i relatywnie niski rzad aproksy-
macji (mata liczba wykorzystanych sktadnikéw z sumy we wzorze (4.84)), niz stosujac zgrubna
dyskretyzacje i wysoki rzad aproksymacji (duza liczba wykorzystanych sktadnikéw z sumy we
wzorze (4.84)) [66].

Teraz rozwazmy ten sam problem dyskretyzacji stacjonarnego normalnego pola losowe-
go, ale z gaussowska funkcja korelacji (4.12). Na rysunku 4.3 przedstawiono wykresy btedu
dyskretyzacji w przypadku metody OLE z trzema zmiennymi losowymi (OLE 3), OLE z o$mio-
ma zmiennymi losowymi (OLE 8) oraz EOLE z rozwinigciem skréconym z o$miu do trzech
zmiennych losowych. W tym przypadku nie przedstawiono dyskretyzacji metoda Karhunena-
Loeva, gdyz dla gaussowskiej funkcji korelacji nie istnieje rozwiazanie analityczne réwnania
(4.59). Jak widzimy dla tej samej liczby zmiennych losowych err(z) jest mniejszy w przypad-
ku metody EOLE niz OLE. Natomiast btad dyskretyzacji metody OLE, z oSmioma zmiennymi
losowymi, jest pomijalnie maty. Warto zauwazy¢, ze dla tego samego rzedu dyskretyzacji, btad
aproksymacji w przypadku gaussowskiej funkcji korelacji jest znacznie mniejszy w poréwnaniu
do funkcji wyktadniczej. Fakt ten jest konsekwencja nierézniczkowalnosci wyktadniczej funkgji
korelacji [116].

W raporcie [116] mozna znalez¢ wskazéwki, pomagajace uzyskac efektywna dyskretyzacje
pdl losowych. Zgodnie z nimi, dtugos¢ elementu pola losowego - odlegto$¢ miedzy zmiennymi
dyskretyzacji - powinna by¢ dobrana w zaleznosci od dtugosci korelacji. W przypadku wyktad-
niczej funkgcji korelacji powinna wynosi¢ miedzy a/10 i a/5, a w przypadku innych funkcji
korelacji miedzy a/4 i a/2.

Warto zaznaczy¢, ze zmienne losowe wykorzystywane w dyskretyzacji nie moga by¢ moc-
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no skorelowane. Zbyt duza korelacja powoduje bowiem, niestabilnosci numeryczne podczas
rozwiazania zagadnienia wiasnego badZ odwracania macierzy korelacji zmiennych losowych,
na ktérych opiera sie dyskretyzacja [23]. Z problemem tym spotykamy sie w przypadku pdl
losowych z gaussowska funkcja korelacji, gdy do dyskretyzacji chcemy uzy¢ zbyt duzej liczby
zmiennych losowych.
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RYSUNEK 4.4. Poréwnanie punktowej wzglednej wariancji btedu dyskretyzacji dla metod:
OLE 10 - OLE wykorzystujacej 10 zmiennych losowych, OLE 21 - OLE wykorzystujacej 21
zmiennych losowych, EOLE - EOLE wykorzystujacej 10 z 21 zmiennych losowych. Stacjonarne
pole losowe z wykladnicza funkcja korelacji pod warunkiem zerowych wartosci realizacji na
koricach przedziatu.

Przyklad 4.3: Pola losowe znajduja réwniez zastosowanie w modelowaniu imperfekcji
geometrycznych. W przypadku matych imperfekcji geometrycznych przyjmuje sie zatozenie, ze
decydujacy wptyw na zachowanie uktadu zaburzonego ma przemieszczenie normalne w(z), z €
(2, do osi preta lub powierzchni sSrodkowej konstrukcji powierzchniowej. Wstepne pole ugieé
moze by¢ uwzglednione przez modyfikacje geometrii modelu badZ uwzglednienie wstepnych
przemieszczeri w réwnaniach kinematycznych i réwnowagi wewnetrznej ustroju [129].

Modelem wstepnego ugiecia konstrukcji jest jedno lub dwuwymiarowe, odpowiednio dla
konstrukcji pretowych i powierzchniowych, skalarne pole losowe. W ogdlnym przypadku, na-
lezy przyjaé zatozenie, ze imperfekcje geometryczne maja charakter niestacjonarnego pola
losowego [7]. Taki model mozna zdefiniowaé wykorzystujac stacjonarne pole losowe wstep-
nych ugie¢, ktére poddaje sie warunkowaniu zgodnie z przyjetymi warunkami brzegowymi [80]
(podobnie jak w przyktadzie 4.1). To podejscie jest uzasadnione, jezeli przyjmiemy, ze imper-
fekcje sa wprowadzane np. podczas produkcji, a ostateczny ksztatt konstrukcji jest okreslany
przez warunki podparcia. Przemieszczenia w podporach mozna uzna¢ za deterministyczne,
badZ bardziej realistycznie, przyja¢, ze maja charakter pél badz zmiennych losowych. War-
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to réwniez zwrdci¢ uwage na to, ze wstepne ugiecie powinno by¢ funkcja ciagta lub, jezeli
przyjeto takie zatozenie, rézniczkowalna. Aby realizacje pola losowego imperfekcji spetniaty
to zatozenie, jego funkcja kowariancji musi spetnia¢ warunki ciagtosci badz rézniczkowalnosci,
ktére przedstawiono w podrozdziale 4.3.

Rozwazmy belke swobodnie podparta w punktach z = 0 i z = 1. Budowe modelu wstep-
nych ugie¢ zaczniemy od wprowadzenia stacjonarnego, gaussowskiego pola losowego H (z),
z € [0, 1], o zerowej wartosci oczekiwanej i dtugosci autokorelacji a = 1/4.

W celu uwzglednienia warunkéw podparcia preta okreslimy pole losowe G(z), z € [0, 1],
ktérego wartosci maja warunkowy rozktad prawdopodobieristwa wartosci pola H pod warun-
kiem H(0) = 0i H(z = 1) = 0. Okreslenie pola G(z) wymaga wyznaczenia warunkowej funk-
cji wartosci oczekiwanej g (z) = E[H(z)|H(0) =0, H(1) = 0] i warunkowej funkcji kowa-
riancji Ky (2", 2®) = Cov [H(zW), H(z®)|H(0) = 0, H(1) = 0]. Poniewaz h(0) = 115(0)
i h(1) = pg(l), to, na podstawie (4.26), ug(z) = 0. Korzystajac z (4.27), otrzymujemy
warunkowa funkcje kowariancji postaci:

Ko(zW,20) = o%pu(z, %)
2

9" M g @ M q @ q
o (.00 (.00 4 . (1)

—pr1(0,1) (=, 1)pia (22, 0) + pra (=, 0)pra (=, 1))) ,

(4.88)
gdzie 0% jest funkcja wariancji, a py jest funkcja korelacji pola losowego H.

W przypadku wyktadniczej funkcji korelacji (4.11), dla przyjetej dtugosci korelacji, wyraze-
nie (0%(2) 4+ 02(z + 1) — 2Kg(z, 2 + 1)) [log ||n]||* jest zbiezne dla n — 0 i dla z € [0, 1].
Funkcja K¢ (z, z) spetnia wiec warunek (4.32), zapewniajacy ciagtos¢ realizacji pola losowego.

Na rysunku 4.4 przedstawiono wykresy btedu dyskretyzacji w przypadku, gdy pg jest
wyktadnicza funkcja korelacji. Rozpatrywana miara btedu dyskretyzacji jest okre$lona wyraze-
niem:

Var [G(z) - G(Z)}

erre(z) = Var (2] : (4.89)

gdzie G’(z) jest dyskretyzacja pola losowego G(z). Wykresy przedstawiaja wyniki uzyskane za
pomoca metody OLE, wykorzystujacej 10 i 21 zmiennych losowych, oraz za pomoca metody
EOLE, wykorzystujacej 10 z 21 zmiennych losowych. Podobnie, jak w przypadku jednorodych
pdl losowych, mozemy zaobserwowaé wysoka efektywno$¢é metody EOLE.

Przyklad 4.4: W tym przyktadzie przedstawimy zagadnienie modelowania imperfekgcji
geometrycznych konstrukcji dwuwymiarowych. Rozwazmy ptyte, okreslona wspétrzedna z €
Q = [=b,b] x [—b,b]. Niech wzdtuz brzegu By = {z : 2y = —b, 2, € [—b,b]} plyta bedzie
utwierdzona. Tak wiec, wstepne ugiecie powierzchni srodkowej spetnia nastepujace warunki
brzegowe: w(z) = 0 oraz Jw(z)/0z; = 0 dla z € BB;. Ponadto przyjeto, ze wzdtuz brzegéw
By ={z:2z € [-bb],zo = —b} oraz By = {z : z; = b, 25 € [—b,b|} plyta jest swobodnie
podparta, a wiec w(z) =0, dla z € By |J Bs (rys. 4.5).
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RYSUNEK 4.5. Schemat podparcia ptyty.

Budowe modelu imperfekcji geometrycznych zaczniemy od przyjecia stacjonarnego, nor-
malnego pola losowego H(z), z € €, z gaussowska funkcja korelacji, zerowa funkcja wartosci
oczekiwanej, odchyleniem standardowym o5 = 0.05b, oraz dtugoscia korelacji a = 0.3b. Pole
imperfekcji W(z), z € (), ktérego realizacje spetniaja warunki podparcia, okreslimy warun-
kujac pole H, zgodnie z wartosciami ugiecia i jego pochodnych na brzegach. W tym celu,
na podstawie wzoréw (4.26) i (4.27), zdefiniujemy warunkowa funkcje wartosci oczekiwanej
i warunkowa funkcje kowariancji. Warunki podparcia, postaci w(z) = 0, uwzgledniono w 20
punktach na kazdym z brzegéw B;, Bs, Bs. Podobnie, w 20 réwnomiernie rozmieszczonych
punktach na brzegu B; uwzgledniono warunek dw(z)/0z; = 0. Ze wzgledu na przyjete war-
tosci przemieszczeri na podporach pw (z) = pp(z) = 0.

Oczywiscie, powyzsze podejscie pozwala otrzymac jedynie przyblizenie funkcji wartosci
oczekiwanej i kowariancji pod warunkiem w(z) = 0, z € By (B2 B3 i dw(z)/0z = 0,
z € By. Wzory (4.26) i (4.27) pozwalaja bowiem, okresli¢ funkcje wartosci oczekiwanej i
kowariancji pod warunkiem przyjecia przez realizacje wartosci w skonczonej liczbie punktéw,
natomiast zbiory Bi, By, B3 sa nieprzeliczalne.

Warto zauwazy¢, ze okredlenie doktadnej funkcji warunkowej kowariancji wymagatoby
uogdlnienia pojecia kowariancji. Imperfekcje na brzegach sa bowiem realizacjami jednowy-
miarowego pola losowego. Jak wspomniano, pole losowe mozna postrzega¢ jako uogdlnienie
pojecia zmiennej losowej, bedace funkcja przeksztatcajaca przestrzen zdarzer elementarnych
w przestrzen realizacji. Tak wiec, aby okresli¢ kowariancje wartosci pola losowego wewnatrz
ptyty i jego realizacji na brzegach, nalezatoby zdefiniowaé kowariancje pola losowego jako
uogdlnionej zmiennej losowej i klasycznej zmiennej losowe].

W obliczeniach wykonanych na potrzeby tego przyktadu, wartosci funkcji kowariancji pola
W wyznaczano numerycznie na podstawie (4.27). Ponizej przedstawimy wyrazenia, ktére w
rozpatrywanym zadaniu wystepuja we wzorze (4.27). Funkcja kowariancji pochodnych pola
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RYSUNEK 4.6. Wariancja warunkowego pola losowego.

losowego H i jego wartosci, dla rozwazanej gaussowskiej funkcji kowaraiancji, ma postac:

Q) _ @\ 2
Do?, exp <— (—”Z z H> )
a

Ky, u(zV,2?)

87;?)
20%, (zgl) — z@) 120 — 2|\
- . exp | — <—) , (4.90)
a a
1) _ @\ 2
Do?, exp <— (—”Z z l|> )
a
Kyom (29,2%) =
' 821
202 <z§1) — z§2)> |z — 2| 2
= 5 exp | — (—) ) (4.91)
a a

Funkcje kowariancji miedzy pierwszymi sktadowymi VH mozemy przedstawié jako
(1)7Z(2)) P Kp(2",2?)

829) 02{2)

1 2 2
_ 2021%[ (1 - 2(% ) _22§ ))2) exp (_ <||z(1) — Z(Z)H) ) '
a a a

(4.92)

KVH1VH1 (Z
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Zwréémy uwage, ze dzieki wykorzystaniu wielokrotnie rézniczkowalnej funkeji kowariancji Ky,
funkcja kowariancji warunkowego pola losowego Ky spetniata warunki rézniczkowalnosci re-
alizacji, oméwione w punkcie 4.3.

Rysunek 4.6 przedstawia wykres funkcji 03,(z)/0%(z), gdzie o3, jest wariancja warunko-
wego pola losowego W. Jak widzimy obie wariancje sa réwne w $rodku ptyty. W podporach
o2, jest zerowa, a w poréwnaniu z brzegiem utwierdzonym, rosnie szybciej wzdtuz brzegéw
swobodnie podpartych.

Btad dyskretyzacji metoda OLE, z 36 zmiennymi losowymi, zamieszczono na rysunku
4.8. Rysunek 4.9 przedstawia btad dyskretyzacji metoda EOLE, wykorzystujaca 36 ze 100
zmiennych losowych. Jak widzimy, réwniez w zadaniu dwuwymiarowym, zastosowanie metody
EOLE pozwala zmniejszy¢ maksymalny btad dyskretyzacji, przy wykorzystaniu tej samej liczby
zmiennych losowych.

Z wyrazenia okre$lajacego dyskretyzacje EOLE (4.84) mozemy wyodrebnié funkcje ksztat-
tu, odpowiadajace kolejnym zmiennym losowym:

(1) = —

w;(z) = —
Vi

Wykresy pierwszych szesciu takich funkcji, dla pola losowego W, przedstawiono na rysunku

4.10. Warto zwrdci¢ uwage, ze wzdtuz brzegu By funkcje ksztattu spetniaja warunek utwier-
dzenia.

¢, Crix(2). (4.93)

Jak wspomniano wczedniej, dla zagadnien okreslonych w dwéch wymiarach, omawiane
pole losowe nie spetnia doktadnie warunkéw brzegowych. Wykres funkcji ksztattu wy, wzdtuz
brzegu B, zostat pokazany na rysunku 4.7. Na tym brzegu btad przyblizenia byt najwigkszy.
Jednak nawet tutaj, nieporzadane przemieszczenia sa kilka rzedéw mniejsze w poréwnaniu do
maksimum wj.

1.5 107
1.0 107

0.51071

/\ /\
0.0 N4
w1({z1=b, z2})

max(w))

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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RYSUNEK 4.7. Wykres funkeji ksztattu wy(z)/ max(w;) wzdhuz brzegu By .
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RYSUNEK 4.8. Blad dyskretyzacji pola losowego metoda OLE.
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RYSUNEK 4.9. Blad dyskretyzacji pola losowego metodsg EOLE.
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a) b)

RYSUNEK 4.10. (a - ) Odpowiednio wykresy pierwszych szesciu funkeji ksztattu dyskretyzacji
EOLE.



ROZDZIAL

Niezawodnosé zalezna od czasu

5.1. Wstep

W tym rozdziale zajmiemy si¢ analizg niezawodno$ci konstrukceji, ktérych pewne pa-
rametry o charakterze losowym sg zalezne od czasu. Jak juz wspomniano we wstepie do
rozdziatu 4, takie parametry konstrukcyjne sg modelowane za pomocg proceséw losowych.
Obok wspomnianych juz obcigzen, istotng zalezno$é od czasu mogg wykazywaé niektore
parametry, majace wpltyw na wytrzymalo$é konstrukeji. Przyczyna tego jest starzenie sie
materialéw, korozja, badZz zmeczenie.

Wprowadzenie do modelu konstrukeji parametrow zaleznych od czasu pocigga za sobg
koniecznosé rozszerzenia pojecia niezawodnosci. Celem niezawodnosci zaleznej od czasu
(ang. time variant reliability) jest oszacowanie prawdopodobienstwa awarii w okreslonym
przedziale czasu. Najczesciej przedzial czasu, w ktérym jest analizowana niezawodnosé,
odpowiada przewidywanemu okresowi uzytkowania konstrukeji. Ponizej przedstawimy kil-
ka sposob6éw sformulowania tego zagadnienia, jakie mozna znalez¢ w literaturze. Dalej
zostalo zamieszczone krotkie wprowadzenie do zagadnienia szacowania czestoSci wyjsé do
obszaru awarii, ktora jest podstawows charakterystyka proceséw losowych, wykorzysty-
wang, w analizie niezawodno$ci. Jak zobaczymy, analiza niezawodno$ci zalezna od czasu
jest pojeciowo i obliczeniowo bardziej skomplikowana niz zagadnienie sformulowane w
rozdziale 2.

5.2. Sformulowanie zagadnienia niezawodno$ci zaleznej od
czasu

Elementarnym pojeciem analizy niezawodno$ci zaleznej od czasu jest chwilowe praw-
dopodobieristwo awarii (ang. instantaneous probability of failure), okreslane jako:

Py(r) = P (g(X(r),7) < 0) = / Pty (x(r))dx(7), (5.1)

9(X(7),m)<0

gdzie g(X(7),7) jest zalezng od czasu funkcjg graniczna, a fx(-)(x(7)) jest funkcja ge-
stosci prawdopodobieristwa wartosci procesu losowego X(7). Proces ten jest modelem

83
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zmiennych w czasie parametréw konstrukcyjnych. Jak mozna zauwazy¢, jest to prawdo-
podobieristwo awarii znane ze sformulowania niezaleznego od czasu (2.6), okreslone dla
warto$ci procesu losowego w chwili 7. Postlugiwanie sie taka miarg niezawodnosci ma
jednak sens jedynie wtedy, jezeli mamy pewnosé¢, ze awaria nie wystgpita przed chwilg
7, badZ tez konstrukcja jest w stanie powréci¢ do stanu bezpiecznego po wystgpieniu
awarii. Tak wiec w praktyce definicja (5.1) moze by¢ wykorzystana w przypadku stanéw
granicznych uzytkowania.

Jak wspomniano, celem analizy niezawodno$ci zaleznej od czasu jest oszacowanie
prawdopodobieristwa awarii w przedziale czasu, np. [0, t], ktére jest okreslane jako:

Py(0,t) = P (3 €0,1] : g(X(7),7) < 0), (5.2)
badz alternatywnie, za pomocg wyrazenia:
Pr(0,t) =1— P (V7 € [0,t] g(X(7),7) > 0) . (5.3)

Zasadniczo, powyzsze prawdopodobieristwa awarii moga, by¢ wyznaczone przez catkowa-
nie (5.1) w przedziale [0, ¢], jednak wymaga to uwzglednienia korelacji miedzy wartosciami
procesu losowego X (7) w réznych chwilach czasu. W praktyce stosuje sie wiec przyblize-
nia prawdopodobienistwa, zdefiniowanego wzorem (5.2).

5.2.1. Transformacja do problemu niezaleznego od czasu

Klasycznym sposobem oszacowania prawdopodobienistwa awarii w przedziale czasu,
jest transformacja do réwnowaznego problemu, ktéry od czasu zalezny nie jest. Metoda
ta wymaga przyjecia zalozenia, ze parametry, wptywajace na wytrzymatosé konstruke;ji,
sg niezalezne od czasu. Ponadto zaklada si¢, ze mozliwe jest okreslenie skalarnego procesu
losowego Y (7), reprezentujacego kombinacje obciazeri, ktérym poddana jest konstrukcja
(jest to tzw. problem kombinacji obcigzeni, oméwiony szerzej w [73]). Jezeli dla procesu
Y (7) mozna wyznaczy¢ zmienng, losowa Yyrax(0,t), o rozkladzie prawdopodobienstwa
maksiméw Y (7) w przedziale [0, ], to

P(0,t) = P[g(R, Ynax(0,1)) < 0], (5.4)

gdzie R jest wektorem losowym reprezentujagcym parametry wytrzymaltosciowe.

5.2.2. Klasyczna teoria niezawodnosci

W klasycznej torii niezawodnodci elementéw systemow technicznych, ocena prawdo-
podobieristwa awarii uzyskiwana jest na podstawie funkcji ryzyka(ang. hazard function).
Aby okredli¢ funkcje ryzyka, przedstawimy prawdopodobienstwo awarii w przedziale czasu
0, ¢] jako:

Pr(0,1) = Fy (1), (5.5)
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h(7) A

|

RysuNEk 5.1. Typowy przebieg funkcji ryzyka.

gdzie Fy(7) jest dystrybuanty czasu wystgpienia awarii. Prawdopodobienistwo awarii w
przedziale czasu 7 + d7, dr — 0, okreslane réwniez jako bezwarunkowa czestos$é awa-
rii (ang. unconditional failure rate), na podstawie (5.5), mozna przedstawi¢ za pomocs
wyrazenia:

dFy(7)

fr(r) = —— (5.6)

Funkcja ryzyka, takze nazywana warunkowa czestoscia, awarii (ang. conditional failu-
re rate, age specific failure rate), definiuje prawdopodobienstwo wystapienia awarii w
przedziale czasu [r, 7 + d7|, dT — 0 przy zalozeniu, ze awaria nie wystapita wezesniej:
hy(t) = P(awaria w7, 7 + d7]|brak awarii w [0, 7])

Py(7, 7+ d1)

1-P f(O, T )

itr) (5.7)

F f (0, T )
Dysponujac funkeje ryzyka, prawdopodobienstwo awarii w przedziale czasu [0, ¢] mozna
okredli¢ nastepujacym wyrazeniem [73]:

Py(0,1) = Fy(t) = 1 — exp (— /Ot hf(T)dT) ~ /Ot hy(7)dr (5.8)

Praktyczne zastosowanie (5.8) jest oczywidcie uzaleznione od mozliwosci wyznaczenia
funkcji ryzyka. Klasyczna teoria niezawodnosci narodzita si¢ w czasie drugiej wojny $wia-
towej, wraz z badaniami nad zmniejszeniem awaryjnosci systeméw elektrycznych, wyko-
rzystywanych w urzgdzeniach wojskowych. Pézniej znalazla zastosowanie w analizie sys-
teméw technicznych, ktore skladajg si¢ z wielu elementéw tego samego typu, poddanych
identycznym obcigzeniom i w praktyce zachowujacych sie statystycznie niezaleznie. W
przypadku takich systemow, funkcje ryzyka moga by¢ wyznaczone na podstawie danych
eksploatacyjnych.

Zwréémy uwage, ze w przypadku analizy niezawodnosci konstrukeji w ujeciu, bedgcym
przedmiotem tej pracy, nie jest mozliwe wyznaczenie funkcji ryzyka na podstawie danych
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doswiadczalnych. Zdarzenia awarii sg bowiem bardzo rzadkie i zazwyczaj sg konsekwencja,
sytuacji ekstremalnych. Ponadto elementy wykorzystywane w systemach konstrukcyjnych
sg czesto unikatowe.

Na rysunku 5.1 przedstawiono, przypominajacy wanne, wykres funkcji ryzyka, ktéry
jest charakterystyczny dla wigkszosci systemow technicznych. Zwigkszone ryzyko awarii
w poczatkowym okresie uzytkowania jest charakterystyczne dla urzgdzen, w przypadku
ktorych bledy produkeji stanowig istotne zagrozenie wystapienia awarii. Po czasie, kiedy
ujawniajg si¢ wady produkcyjne, prawdopodobienistwo awarii maleje. W konicowym okre-
sie uzytkowania, prawdopodobienstwo awarii ponownie wzrasta w wyniku starzenia si¢
komponentow. Warto zauwazyé¢, ze znajomosé krzywej ryzyka moze by¢ bardzo pomocna
przy wyznaczaniu harmonogramu inspekcji.

5.2.3. Prawdopodobieristwo pierwszego przekroczenia

RysuNEK 5.2. Graficzna interpretacja problemu pierwszego przekroczenia.

Jednym z probleméw badanych w ramach teorii proceséw stochastycznych jest zagad-
nienie przekroczen (ang. barier crossing, level crossing). W przypadku skalarnego procesu
losowego X (7), zagadnienie to wiaze si¢ z oszacowaniem prawdopodobieristwa zdarzenia

S ={X(r) >a(r), T €10,t]}, (5.9)
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gdzie [0,t] jest badanym przedzialem czasu. Wystgpienie zdarzenia S oznacza, ze reali-
zacja procesu X (7) przekroczyla deterministyczng bariere a(7). Zauwazmy, ze zdarze-
nie awarii mozna postrzega¢ jako przekroczenie przez skalarny proces losowy —g(Z(7))
poziomu 0, gdzie Z jest wektorem losowym reprezentujgcym parametry konstrukeji. Po-
stugiwanie sie takim sformulowaniem awarii nie jest wygodne, gdyz wymaga okreslenia
whasnosci probabilistycznych procesu g(Z(7)). Dlatego w praktyce analizuje si¢ uogélnie-
nie problemu przekroczen: tak zwany problem wyjsé wektorowego procesu losowego Z(T)
do obszaru awarii 2;. Graficzng interpretacj¢ tego zagadnienia przedstawiono na rysunku
5.2.

Korzystajac z pojecia przekroczeri, problem analizy niezawodnosci w przedziale czasu
0,¢] formuluje si¢ jako wyznaczenie prawdopodobienstwa Pr(0,t), wyjscia do obszaru
awarii Qf(7) = {z(7) : g(z(7),7) < 0,7 € [0,]}, realizacji z(7) wektora losowych para-
metréw konstrukeji pod warunkiem, ze g(z(7 = 0)) > 0.

Prawdopodobienistwo awarii w przedziale czasu [0, t] mozna okresli¢ za pomoca, praw-
dopodobienstwa, pozostania przez Z(7) w obszarze bezpiecznym:

Pp(0,t) =1— P (N£(t) = 0[g(Z(r = 0)) > 0) P (9(Z(r = 0)) > 0), (5.10)

gdzie N} (t) jest liczbg wyjs¢ Z(7) do obszaru awarii w przedziale czasu [0, ¢].
W dalszej czesci tego rozdzialu, bedziemy wykorzystywaé, zaproponowany w pracy
[105], podzial parametréw losowych konstrukeji na trzy grupy:

Z(1) = {R,Q(7),S(7)}, (5.11)

gdzie R jest wektorem niezaleznych od czasu zmiennych losowych, Q(7) jest stacjonar-
nym, ergodycznym wektorowym procesem losowym, modelujacym parametry zmieniajace
sie w dtugich okresach czasu, natomiast S(7) jest procesem losowym, nie koniecznie sta-
cjonarnym, ale wykazujacym czeste fluktuacje w poréwnaniu do Q(7).

W celu oszacowania Pf(0,t), na wstepie rozwazymy przypadek, gdy w modelu wy-
stepuje jedynie proces S(7). W ogdlnym przypadku, wyznaczenie prawdopodobieristwa
P¢(0,t) jest trudnym zagadnieniem, gdyz wymaga uwzglednienia historii procesu S(7)
w calym przedziale czasu [0, ¢]. Rozwigzanie tego problemu, wykorzystywane w analizie
niezawodno$ci, opiera si¢ na przyjeciu pewnych uproszczen. Poniewaz systemy inzynier-
skie projektowane sa w sposéb zapewniajacy mozliwie najwyzszy poziom bezpieczenstwa,
to przyjmuje sig¢, ze awarie (wyjscia realizacji procesu Z do obszaru awarii) zdarzaja si¢
rzadko i w praktyce sg to zdarzenia niezalezne. Zaklada si¢ wiec, ze kazde wyjscie do
obszaru awarii jest niezalezne od jakiegokolwiek wczesniejszego wyjscia, a ich liczba w
przedziale czasu [0, ¢] ma rozklad Poissona.

Prawdopodobienistwo, ze nie wystapi wyjscie do obszaru awarii w przedziale czasu
[0,t], przybliza sie wiec za pomocag prawdopodobienstwa zerowej liczby zdarzen rozkladu

Pissona |20|:
. E[Ng(0,%)]°

P(N§(0,1) =0) = == =" exp(~E[N{(0,1)])

= exp(—E[NZ(0,1)]), (5.12)
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gdzie NJ(0,1) jest liczbg wyjsé procesu S(7) do obszaru awarii w przedziale czasu [0, ¢].
Wartosé oczekiwang liczby wyjsé do obszaru awarii definiuje si¢ jako

E[NZ(0,1)] = / vi(r)r, (5.13)

gdzie vd jest drednia czestosciq wyjsé procesu S(t) do obszaru awarii. W przypadku
proceséw stacjonarnych, srednia czesto$¢ wyjsé jest funkcjg staly, a wiec E[NJ(0,t)] =
tugf.

Przedstawmy prawdopodobieristwo, ze proces S(7) w chwili 7 = 0 znajduje si¢ w
obszarze bezpiecznym jako

P(g(S(t=0)>0)=1—Ps(t=0), (5.14)

gdzie P(7 = 0) jest prawdopodobiefistwem awarii w chwili 7 = 0. Wykorzystujac wzér
(5.14) oraz wyrazenie (5.12), po uwzglednieniu (5.13), prawdopodobienstwo awarii w
przedziale czasu [0, t] mozna wyrazi¢ za pomocg oczekiwanej liczby wyjsé S(7) do obszaru
awarii [127]:

Pp(0,t) =1 — (1 — P;(0)) exp(—E [N$(0,1)])
= Pp(0) + (1 — P(0)) (1 —exp (—E [NZ(0,8)])) . (5.15)

Na podstawie zaleznosci E [N (0,¢)] > 1 —exp(—E[NZ(0,¢)]) i po przyjeciu zalozenia, ze
Py(7 = 0) jest male, otrzymuje si¢ gérne ograniczenie Py(0,t), ktére najczesciej podawane
jest w postaci [13]

Pp(0,t) < Pe(tr =0)+E [NF(0,¢)] . (5.16)

Ograniczenie to jest szczegélnie przydatne w analizie niezawodnosci, poniewaz uwzgled-
nia mozliwo$¢ wystgpienia awarii w poczatkowej chwili czasu Py(7 = 0) (na przyklad
podczas pierwszego obcigzenia) oraz prawdopodobieristwo wystapienia awarii w trakcie
eksploatacji E [N (0, t)] . Przyblizenie (5.16) jest powszechnie stosowane w praktyce, i to
nie tylko ze wzgledu na swoja prostote, ale réwniez dlatego, ze poza kilkoma specjalnymi
przypadkami, nie ma ono praktycznej alternatywy [35].

Proste ograniczenie dolne (5.15) zostalo zaproponowane w pracy [109]:

Pr(0,t) > max Py(7), (5.17)

0<r<t

gdzie Py(T) jest prawdopodobienstwem awarii w chwili 7, okreslonym przez (5.1). Nalezy
zaznaczy¢, ze ograniczenie to jest raczej zgrubne.

Jezeli wartosci P(0,t) sa male, to do$¢ dokladne jest asymptotyczne przyblizenie
prawdopodobieristwa awarii, ktére ponadto mozna ograniczy¢ z géry [20, 105]:

Pp(0,t) =1 —exp(—E [N3(0,)]) <E[N$(0,0)] . (5.18)

Jezeli w modelu, obok procesu S(7) wystepuja niezalezne od czasu zmienne losowe R,
to nieuprawnione jest przyjecie zalozenia, ze liczba wyjs¢ do obszaru awarii ma rozkiad
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Poissona. Jednak, korzystajac ze wzoru (5.15), mozna otrzymaé¢ warunkowe prawdopo-
dobienstwo awarii w przedziale [0,¢] pod warunkiem R = r. Oszacowanie calkowitego
prawdopodobienistwo awarii wymaga wiec catkowania prawdopodobienistwa warunkowego
po realizacjach R. Analogicznie do wzoru (5.18), asymptotyczne przyblizenie catkowitego
prawdopodobienistwa awarii oraz jego ograniczenie przedstawia si¢ jako

Pp(0,t) 1 —Eg [exp (E [NJ(0,{|R =1)])] <Eg [E [NJ(0,{|R=1)]] . (5.19)

W ogélnym przypadku, kiedy model wykorzystuje wszystkie wyszczegdlnione powy-
zej rodzaje zmiennych losowych R, Q(7) oraz S(7), to wyznaczenie P;(0,t) wymaga
calkowania po zmiennych R oraz wyznaczenia warto$ci oczekiwanej wzgledem wolno
zmieniajacych si¢ w czasie zmiennych Q(7). W pracy [105] zaproponowano nastepujace
przyblizenie:

Pp(0,t) = 1—Egl[exp(—Eq [E[NJ(0,{R=1,Q=q)]])]
< Er [EQ [E [N;(O,t’R =r,Q= Q)}H : (5.20)
Wyrazenie (5.20) jest raczej dobrym przyblizeniem w przypadku stacjonarnym, jezeli
jednak S(7) jest niestacjonarny lub funkcja graniczna wykazuje silng zaleznosé od czasu,
wyrazenie to powinno by¢ traktowane jako pierwsze przyblizenie.

5.3. Czestosé przekroczen ciaglych proceséw losowych

Jak pokazano w podrozdziale 5.2.3, srednia czesto$é przekroczen jest charakterystyka
procesu losowego, pozwalajacg wyznaczy¢ oczekiwang liczbe wyjs¢é do obszaru awarii
(wzér (5.13)), a co za tym idzie oszacowaé¢ prawdopodobieristwo awarii w przedziale
czasu. W przypadku procesu losowego S(7), $rednia czestodé wyjsé do obszaru awarii jest
okreslana w nastepujacy sposéb:

v(r) = Jim <P (9(8(r),7) > 0 (S(r + Ar), 7+ A7) <0) (5.21)
Warunkiem istnienia 1/;r jest mozliwos$¢ wykonania przejscia granicznego we wzorze (5.21).
Tak wigc $rednia czestosé wyjsé istnieje jedynie dla proceséw, ktére nie wykazuja, zbyt
duzej zmiennosci w czasie. Ponadto, aby istnialo vd, prawdopodobienistwo wystgpienia w
krotkiej chwili czasu wigkszej liczby przej$é niz jedno powinno by¢ pomijalnie male.

Wyprowadzenie wzoru okreélajgcego srednig, czesto$é wyjsé do obszaru awarii zacznie-
my od przypadku jednowymiarowego. Nastepnie, otrzymane wyniki zostang uogélnione
na przypadek wielowymiarowy.

Rozwazmy funkcje graniczng postaci: ¢(S(7),7) = a(r) — S(1), gdzie S(7) jest ska-
larnym procesem stochastycznym, natomiast a(7) jest funkcja deterministyczng. W tym
przypadku, wyjscie procesu S(7) do obszaru awarii jest réwnowazne przekroczeniu z do-
tu do géry bariery a(t). Czestosé przekroczen rézniczkowalnego procesu skalarnego przez
bariere, okreslong, funkcjg rézniczkowalng, wyznacza sie na podstawie tzw. formuty Rice’a

[95).
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RYSUNEK 5.3. Przekroczenie bariery przez proces skalarny.

W celu wyprowadzenia formuty Rice’a, rozpatrzmy pokazang na rysunku 5.3 realizacje
S(7) w przedziale czasu [t,t + AT]. Bez straty ogdélnosci mozna zalozy¢, ze w czasie At
wystepuje przekroczenie bariery.

Aby miato ono miejsce, to w chwili ¢ proces powinien znajdowaé sie ponizej bariery
s(t) < a(t), a wartos¢ pochodnej $(¢) powinna zapewniaé przekroczenie bariery podczas

rozpatrywanego przyrostu czasu:
a(t) +a(t)Ar < s(t) + s(t)Ar, AT — 0. (5.22)

Uwzgledniajac powyzsze warunki, prawdopodobienistwo przekroczenia bariery w prze-
dziale czasu AT mozna wyrazi¢ jako

P(S(t) < a(t) ﬂs (t+ AT) > a(t + A7) =
(S’(t) a(t) At < X(t) < a(t))

/ / fss(s, $)dsds

() Ja(t)—(5(t)—a(t))AT

““Aj/<a> i(t)) fgs(a(t), 8)ds (5.23)
a(t)

gdzie fq¢ jest laczna gestoscig prawdopodobienstwa procesu S(7) 1 procesu jego pochod-
nej po czasie S(7). Korzystajac z (5.23), na podstawie (5.21) $rednig czesto$¢ przekroczen
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bariery przedstawia si¢ w nastepujacy sposob:

[e.e]
i = [ G0 i) asta) 505 (5.24)
Zauwazmy jeszcze, ze jezeli funkcja a jest niezalezna od czasu, to oczywiscie w dolnej
granicy powyzszej catki a(t) = 0.

Formute Rice’a mozna latwo uogdlni¢ w celu okreslenia czestosci wyjs¢ wektorowe-
go procesu stochastycznego do obszaru awarii. Niech S(7) bedzie wektorowym proce-
sem stochastycznym o m skladowych. Przyjmijmy, ze s(t) znajduje sie na powierzchni
awarii 02y = {s : g¢(s(t)) = 0} w punkcie A. Wyjscie do obszaru awarii wystapi w
chwili ¢, jezeli s(t + A7), A7 — 0, znajduje si¢ poza obszarem bezpiecznym. Przy-
rost realizacji s(7) w przedziale czasu AT — 0 mozemy przedstawié¢ jako s(t)A7, gdzie
S(7) = {S1(7),...,Sm(7)} jest wektorem pochodnych po czasie sktadowych S(7). Aby
wystapito wyjscie do obszaru awarii, n(A,t) - wektor normalny do powierzchni awarii
w punkcie A, skierowany na zewnatrz obszaru bezpiecznego, powinien speliaé¢ warunek:
n(A,t) - s(t) > 0. Dla skladowych w bazie kartezjariskiej, iloczyn skalarny wektoréw $ i
n jest postaci: §,(t) = n(A,t) -8 = SN ni(A,t)s;(t). Poréwnujac rozwazany problem
z zagadnieniem jednowymiarowym widzimy, ze $, odpowiada $. Tak wiec (5.24) mozna
uogolnié¢ dla procesu wektorowego w nastepujacy sposob:

V;_ :/ dS/ x‘nfSSn(Svén)di‘na (525)
o0y 0

gdzie fqq Jest gestodcig tacznego rozkltadu prawdopodobienstwa proceséw losowych S i
S,,, ktérego realizacjami sa $,. Pierwsza z calek we wzorze (5.25) zapewnia, ze uwzgled-
niona zostanie mozliwos¢ wyjscia w kazdym z punktéw powierzchni awarii. Formalne
wyprowadzenie (5.25) mozna znalezé w pracy [9)].

Nalezy zaznaczy¢, ze rozwigzanie problemu (5.25) nie jest latwe. Istniejg rozwigzania
analityczne dla statych w czasie obszaréw awarii przy zalozeniu, ze S(7) i S(7) sg wza-
jemnie niezalezne. Niestety modele zjawisk wystepujacych w rzeczywistosci nie spelniaja
tych zalozen. W przypadku pewnych klas proceséw opracowano metody, umozliwiajgce
przyblizenie badZz wyznaczenie ograniczen czestosci wyjsé do obszaru awarii. Przeglad
tych metod zamieszczono w pracy [92].

5.4. Czestos¢ wyj$¢ procesu odnowy o prostokatnych impul-
sach

Zjawiska, ktorych intensywnos¢ jest wartoscia losowa, zmieniajacg si¢ w losowych
chwilach czasu, moga by¢ dobrze modelowane przez tzw. procesy odnowy o prostokatnych
impulsach (ang. rectangular wave renewal processes). Procesy tego rodzaju znajdujg za-
stosowanie jako modele obcigzenia stropéow, w obiektach takich, jak biura, szpitale czy
parkingi. Wykres realizacji skalarnego procesu odnowy o prostokatnych impulsach przed-
stawia rysunek 5.4.
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RysuNEK 5.4. Realizacja skalarnego procesu odnowy o prostokatnych impulsach.

Ogdlnie, proces odnowy o prostokatnych impulsach X (7), 7 € [0, t] mozna przedstawi¢
w nastepujacy sposob:

X(1) =Y Ipw(r)Y®W, (5.26)

gdzie Y*) sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozkladach prawdopo-
dobienistwa, t*) sg chwilami, w ktérych realizacja procesu zmienia warto$é - wystepuja
odnowienia procesu, N jest liczba odnowien, a I,u sa funkcjami charakterystycznymi
przedzialéw czasu TH) = [t ¢(+1) k= 1, ... N. Istotng w analizie niezawodnosci
charakterystyka procesu odnowy o prostokatnych impulsach jest intensywnosé odnowren
A, ktorg mozemy okresli¢ jako

1

A= B g (5.27)

gdzie E[t+1) — ()] jest oczekiwang dhugodcia przedziatu czasu pomiedzy odnowieniami.
Elementarnym przykladem procesu odnowy o prostokatnych impulsach jest proces
Borgesa [37). W tym przypadku, t*) sy ustalonymi, réwnoodleglymi chwilami czasu.
Poniewaz Ty, bedace dlugosciami przedzialéw [tF), ¢+ sq stale, to N = t/T;, a A =
1/T,. Wykres procesu Borgesa jest sekwencjg, prostokatnych fal o réwnej dtugosci.
Innym przykitadem procesu, nalezacego do omawianej klasy, jest tzw. proces Poissona
o prostokatnych impulsach (ang. Poisson square wave process). W tym przypadku, chwile
t*) sg generowane przez proces Poissona N (t). Jezeli przyjmiemy zalozenie, ze P(N (1 =
0) =0) =1, to N = N(t), gdzie N(t) jest zmienng losows o rozkladzie Poissona.



5.4. CzESTOSC WYJSC PROCESU ODNOWY O PROSTOKATNYCH IMPULSACH 93

Prawdopodobieristwo wystapienia k& odnowieni jest wiec okreslone wzorem:

PN = k) = U exp ) (5.29)

gdzie u(t) = E[N(t)]. Jezeli pu(t) = tA, to proces N(t) jest jednorodnym procesem Po-
issona. W przypadku procesu niejednorodnego mozna wprowadzic’ funkcje intensywnosci
procesu A(7), dla ktérej zachodzi zwiazek: A(t fo

Zastosowanie w analizie niezawodnosci procesow odnowy o prostokatnych impulsach
wymaga oszacowania oczekiwanej liczby wyj$¢é do obszaru awarii. Zatézmy, ze S(7) jest
wektorowym procesem losowym, ktérego sktadowe sg niezaleznymi stacjonarnymi proce-
sami odnowy o prostokatnych impulsach. W pracy [16] pokazano, ze oczekiwang liczbe
wyj$¢ S(7) do obszaru awarii, w przedziale czasu [0, t], mozna wyznaczy¢ w nastepujacy
sposob:

E [NS(0,1)] = tz/\ ({Si e Q[ (sF € })) (5.29)
= tz/\ ({SF e Qs}) — P({S] € Qf}ﬂ{s; € Q}))

< tZ)\ P({SeQy}), (5.30)

gdzie m jest liczbg, mezaleznych sktadowych procesu, A;, i = 1,...,m sg intensywnoscia-
mi odpowiednich skltadowych, S; jest wektorem losowym tuz przed odnowieniem i-tej
sktadowej, a S jest wektorem losowym tuz po odnowieniu i-tej sktadowej. Zazwyczaj (a
w szezegblnosei w przypadku matych prawdopodobienistw awarii) prawdopodobienistwo
P ({Sf € Q;}N{S; € Qy}) jest na tyle male, ze wystarczajacg dokladnosé zapewnia po-
stugiwanie sie, wygodnym obliczeniowo, oszacowaniem gérnym (5.30). Powyzsze wzory sg,
prawdziwe przy zalozeniu, ze skladowa S; zmienia jedng warto$é¢ losowa na drugg (nie
wystepuje powr6t do zera lub wartosci $redniej).

W przypadku, kiedy powierzchnia awarii jest hiperplaszczyzna, okreslong w gaussow-
skiej przestrzeni standardowej 9Q; = a’u + § (wartosci skladowych procesu sg stan-
dardowymi zmiennymi normalnymi), czesto$¢ wyjs¢ procesu odnowy o prostokatnych
impulsach do obszaru awarii moze by¢ okreslona za pomocg nastepujacego wzoru: [16]

v =3 A ((=F) = ®o(=F, =6, 1)) (5.31)

gdzie @y jest dwuwymiarows dystrybuants rozkltadu normalnego, a p; = 1 — a? jest
wspétczynnikiem korelacji tego rozktadu.

Jezeli w rozwazanym modelu wystepuja, wprowadzone w podrozdziale 5.2.3, zmienne
losowe Q oraz R, to oczekiwang liczbe wyj$é, okreslong wzorem (5.29), nalezy traktowaé
jako wartos¢ warunkows pod warunkiem Q = q, R = r. Warunkowa postaé¢ gérnego
ograniczenia oczekiwanej liczby wyjsé do obszaru awarii (5.30) jest wigc dana wzorem

E [N&(0,tg,r)] < tzm:)\iP({S € Qyla,r}) . (5.32)
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Wzor, ktéry okresla oczekiwang liczbe przekroczen niestacjonarnego procesu odnowy
o prostokatnych impulsach, w zasadzie nie jest bardziej skomplikowany niz dla procesu
stacjonarnego. W tym przypadku zaklada sie, ze \;(7), ¢ = 1,...,m - intensywnosci
niestacjonarnych sktadowych S(7) - wolno zmieniaja si¢ w czasie. Ponadto przyjmuje
sig, ze r(7) - parametry rozktadu prawdopodobienistwa wartosci S(7) - moga, zaleze¢ od
czasu oraz obszar awarii moze by¢ funkcja czasu, np. Qf = {g(s,q,r,7)}. W przypadku
tak sformulowanego problemu, warunkows, wartos¢ oczekiwang wyj$é do obszaru awarii
(5.32) nalezy zmodyfikowaé¢ do nast@pujqcej postaci

E [N$(0,tr)] ~ Eq / P{Se€Qr1})dr

/ / (1) fs.o(s,q, 7|r)dsdqdr, (5.33)
Qf =1

gdzie fsq jest, zalezng od czasu, gestoscig tacznego rozktadu prawdopodobieristwa war-
tosci proceséow S i Q.

Jeden ze sposobéw oszacowania (5.33) opiera si¢ na zalozeniu, ze w przypadku ma-
lych prawdopodobienistw awarii, istotng role przy wyznaczeniu, zawartych w tym wzorze,
calek odgrywa jedynie masa prawdopodobienstwa, skupiona wokét punktu w obszarze
awarii z* = {s*,q", t*}, ktéry ma najwickszg gestos¢ prawdopodobieristwa. Takie zatoze-
nie pozwala zastosowa¢ metody, znane z niezaleznej od czasu analizy niezawodnog$ci, jak
FORM/SORM, czy importance sampling. Jednak w tym celu nalezy nieznacznie zmo-
dyfikowaé (5.33). Poniewaz przyjeto zalozenie, ze \;(7) wolno zmieniajg, si¢ w czasie, to
wielkosci te mozna przenies¢ przed catke po czasie w (5.33) z wartosciami \;(t*). Po-
nadto dla czasu 7 nalezy wprowadzi¢ dodatkowy rozklad prawdopodobieristwa o gestosci
fi(1) = t71. Teraz (5.33) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

E [N&(0,tr)] = tz )\i(t*)/R /Q fso(s,q,7|r) fi(T)dsdqdr . (5.34)

Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii (5.20) wymaga wyznaczenia wartosci oczeki-
wanej funkcji exp(—E [N (0, t[r)]) wzgledem wektora losowego R. W ogélnym przypad-
ku mozna si¢ w tym celu postuzy¢ metoda importance sampling ([91]), wykorzystujaca
nastepujace wyrazenie catkowe

Pr(0,t) ~ 1—Egl[exp(—Eq [E[NZ(0,t{R,Q)]])]

_ fr(r)
_ - /R (o (B [NEO.60)])) e (5.35)

gdzie M, oznacza wymiar wektora losowego R, fr jest gestoscig prawdopodobienstwa R,
a hg jest gestoscig rozkladu, z ktorego generowana jest proba losowa.

Zauwazmy, ze catka we wzorze (5.35) mnie moze by¢ wyznaczona metodami
FORM/SORM, ze wzgledu na wystepujaca w niej funkcje exp. Metody te mozna jed-
nak zastosowaé¢ do obliczenia ograniczenia (5.20), gdyz wystepujace w tym wzorze war-
tosci oczekiwane mozna przedstawié¢ za pomocy calek gestosci prawdopodobienstwa po
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obszarze awarii [22]:

Er[Eq[E[NS(0,1R. Q)]]]

< tz Xi(t)ER [Eq [P ({S € Q|Q,R,t*})]]

M
= tZ)\i(t*)/R fso.r(s,q.r|7)fi(T)dsdqdrdr , (5.36)
i=1

- 1/
gdzie fso.r jest gestoscig lacznego rozkladu prawdopodobienistwa w zmiennych S, Q, R.

Przyklad 5.1: Analiza niezawodnosci zaleznej od czasu Sciskanego preta ze
wstepnym ugieciem.

¥ P
N— R

8.0 m |
|

RYSUNEK 5.5. Schemat obcigzenia i podparcia $ciskanego preta ze wstepnym ugieciem.

Celem przyktadu jest oszacowanie prawdopodobiefstwa awarii preta przedstawionego na
rysunku 5.1. Przyjeto, ze awaria ma miejsce w wyniku przekroczenia wartosci dopuszczalnej
przez obciazenie P, ktére ma postaé procesu odnowy o prostokatnych impulsach.

Zatozono, ze istotne w dalszej czesci przyktadu, deterministyczne parametry projektowe
maja wartodci: dtugoéé L = 8.0m, pole przekroju A = 5.250 - 1073m?, moment bezwtad-
nosci przekroju J = 6.901 - 10~°m*, odlegtoéé skrajnego punktu przekroju od osi obojetnej
z = 0.125m, modut Younga E = 2.1 - 10°MPa. Ponadto przyjeto, ze nastepujace parametry
maja charakter zmiennych losowych (parametry typu R, zgodnie z klasyfikacja w roz. 5.2.3):
maksymalne wstepne ugiecie preta R, ~ N (u,, = 0,0, = L/1000) oraz granica plastyczno-
$ci materiatu Rg ~ N (uy = 500MPa, oy = 25MPa).

Sita P, bedaca obciazeniem preta, jest modelowana przez stacjonarny proces odnowy o
prostokatnych impulsach Sp. Jego intensywno$¢ wynosi A = 0.2, a amplituda P ma rozktad
normalny o wartosci oczekiwanej pp = 0.5Pg i odchyleniu standardowym op = 0.1up (Pp =
2 E.J/L? jest sita Eulera w precie bez wstepnego ugigcia).

Prawdopodobienstwo awarii zostanie wyznaczone w przedziale czasu o dtugosci At = 10,
ktérego jednostki moga by¢ traktowane jako lata. Poniewaz przyjeliSmy A = 0.2 to mozemy
oczekiwad, ze obciazenie zmienia swoja intensywnos¢ $rednio co piec lat.

W przypadku analizowanego preta, warto$¢ dopuszczalnego obciazenia wyznaczymy za
pomoca formuty Perry-Robertsona:

P 1 P P 1 Py\?
P, s+(2+n) E_\/( s+(2+77) E) PPy, (5.37)

gdzie Pg = Arg oraz n = zr,A/J.
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Poniewaz w omawianym zadaniu nie wystepuja wielkosci losowe typu Q (por. roz. 5.2.3),
to przyblizenie prawdopodobieristwa awarii mozna uzyskaé za pomoca wzoréw (5.19).

Wykorzystujac oszacowanie oczekiwanej liczby wyj$¢ do obszaru awarii (5.32), gérne ogra-
niczenie prawdopodobienstwa awarii wyznaczono za pomoca nastepujacego wyrazenia:

P(At) < MALP(Py(Ry, Rs) — P < 0) = 9.398 - 107, (5.38)

Zauwazmy, ze w omawianym przypadku, wyznaczenie gérnego ograniczenia prawdopodobien-
stwa awarii w przedziale czasu wymaga obliczenia prawdopodobieristwa obszaru awarii, a wigec
rozwiazania takiego samego problemu, jak w przypadku analizy niezawodnosci niezaleznej od
czasu.

Przyblizenie asymptotyczne prawdopodobieristwa awarii uzyskano na podstawie wzoru:

Pi(At) ~ 1 —Eg, g (exp(—=AALP(Py(ry, 75) — P < 0[ry, 7)) = 9.346 - 107, (5.39)

Jak widzimy, w przypadku przyjetej intensywnosci procesu A = 0.2, uzyskane gdrne ograni-
czenie prawdopodobieristwa awarii jest dos¢ bliskie przyblizeniu asymptotycznemu. Wigksza
réznice miedzy tymi wartosciami otrzymamy przyjmujac wyzsza wartos¢ A. W przypadku
A = 12 (obciazenie zmienia sie $rednio co miesiac) ograniczenie gérne wynosi 5.640 - 1074, a
przyblizenie asymptotyczne 4.622 - 1074,



ROZDZIAL

Niezawodnos¢ systemoéw konstrukcyjnych

6.1. Wstep

W poprzednich rozdziatach oméwiono sformutowanie problemu analizy niezawodnosci
z wykorzystaniem pojedynczej funkcji granicznej. Uwzglednienie jednej funkcji granicz-
nej oznacza, ze jesteSmy w stanie oszacowaé niezawodnos¢ konstrukeji tylko ze wzgledu
na przekroczenie jednego stanu granicznego. Jednak nawet w przypadku prostych kon-
strukcji bezpieczne projektowanie wymaga przeanalizowania co najmniej kilku stanéw
granicznych. Zazwyczaj konieczne jest sprawdzenie stanéw granicznych zwigzanych z wy-
trzymatoscia, statecznoscig oraz stanéw granicznych uzytkowania (przekroczenia dopusz-
czalnych wartosdci przemieszcezeni). W przypadku systeméw konstrukeyjnych lub zlozonych
konstrukcji uwzglednia si¢ stany graniczne okreslone dla elementéw, jak i dla catej kon-
strukeji. Tak wige, na podstawie sformutowan problemu analizy niezawodnosci, przedsta-
wionych w poprzednich rozdziatach, mozemy otrzymac zbiér prawdopodobienstw awarii.
Taki zbiér trudno jest wykorzysta¢ jako uzyteczng miare niezawodnosci calej konstruke;ji.
Zobaczymy dalej, ze wybranie z tego zbioru maksimum bad7z sumowanie jego elementéw,
pozwala jedynie na bardzo zgrubna ocene prawdopodobienstwa awarii konstrukeji jako
calosci. Dokladniejsze oszacowanie prawdopodobienistwa awarii systemu konstrukcyjnego
wymaga bowiem uwzglednienia korelacji pomiedzy stanami granicznymi. W dalszej czesci
tego rozdziatu zostang przedstawione zasady reprezentacji zaleznosci pomiedzy stanami
granicznymi za pomocg systemow logicznych. Modele te sg podstawg metod, ktére stuza,
do szacowania niezawodnosci systeméw konstrukcyjnych na podstawie lokalnych stanéw
granicznych.

6.2. Modelowanie konstrukcji za pomoca systemoéow

Przedstawione w tym rozdziale metody analizy niezawodnosci, wykorzystuja repre-
zentacje konstrukeji za pomocg systemu logicznego, skladajacego si¢ ze skonczonej liczby
elementéw awarii. Zaktada sie, ze kazdemu elementowi awarii odpowiada jedna funk-
cja graniczna. Element awarii moze znajdowaé si¢ w stanie bezpiecznym lub w stanie
awarii. Stan ten jest oczywiscie okreslony przez warto$é zwiazanej z elementem funkcji

97
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e s e  — @

a b C

RYSUNEK 6.1. System szeregowy (a); réwnolegly (b); polaczenie systeméw réwnolegtych w
system szeregowy (system mieszany) (c).

granicznej.

Warto zwréci¢ uwage, aby pomimo podobnych nazw nie utozsamia¢ elementéw awarii
z elementami konstrukcyjnymi. Na przyklad, w przypadku preta kratownicy mozna zde-
finiowa¢ co najmniej dwie funkcje graniczne: stanu granicznego dopuszczalnych naprezen
i stanu granicznego statecznosci preta. A wiec w tym przypadku jednemu elementowi
konstrukcyjnemu odpowiadaja dwa elementy awarii.

Poprzez taczenie ze sobg elementow awarii definiuje si¢ system awarii. Celem budowy
takiego systemu jest stworzenie modelu, ktéry reprezentuje zaleznos¢ pomiedzy awarig
calej konstrukeji a przekroczeniami stanéw granicznych, zwigzanych z elementami awa-
rii. Wyrdznia sie dwa podstawowe rodzaje systeméw awarii: réwnoleglte i szeregowe. W
przypadku skomplikowanych konstrukeji zazwyczaj istnieje potrzeba okreslenia systemow
mieszanych, ktére sg potaczeniem systemow szeregowych i réwnolegtych. Wygodna, forma,
reprezentacji systeméw awarii sg schematy przedstawione na rysunku 6.1.

Diagram reprezentujacy system szeregowy zostal przedstawiony na rysunku 6.1(a).
Przyjmuje sie, ze system szeregowy jest w stanie awarii, jezeli jeden z jego elementéw jest
w stanie awarii. Obszar awarii systemu szeregowego okresla si¢ jako

af = Joy, . (6.1)
=1

gdzie €y, s obszarami awarii m elementéw, z ktérych zbudowany jest system. Przy-
kltadem konstrukcji, ktérej awarie mozna przedstawi¢ za pomocg systemu szeregowego,
jest kratownica statycznie wyznaczalna. Taka konstrukcja traci nosnosé¢ po awarii jed-
nego z elementéow pretowych. System szeregowy, ktérego elementy odpowiadajg stanom
granicznym nos$nosci pretow kratownicy bedzie wige jej dobrym modelem.

Konstrukcje, ktére jako calosé ulegaja awarii dopiero po przekroczeniu kilku stanéw
granicznych, sg modelowane za pomocg systemow réwnoleglych. Diagram takiego syste-
mu przedstawia rysunek 6.1(b). Zaklada sie, ze system réwnolegly jest w stanie awarii,
jezeli wszystkie jego elementy znajdujg sie w stanie awarii. Obszar awarii systemu réw-
nolegtego okresla si¢ wiec jako

Of =9y, (6.2)
=1

Przykladem awarii, ktorej analiza wymaga zastosowania systemu réwnoleglego, jest utra-
ta no$nosci kratownic statycznie niewyznaczalnych. Awaria konstrukcji tego typu jest
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konsekwencjg zniszczenia co najmniej kilku elementéow pretowych. W przypadku kratow-
nic statycznie niewyznaczalnych zazwyczaj mozna zdefiniowaé kilka grup pretéw, ktérych
awaria prowadzi do réznych form awarii konstrukcji. Modelem awarii grupy pretow jest
system réwnolegly, taczacy odpowiadajace im elementy awarii. Uwzglednienie postaci
utraty no$nodci kratownicy, okreslonych przez wszystkie grupy pretow, wymaga polacze-
nia systemow réwnoleglych w system szeregowy.

Potaczenie systeméw réwnoleglych w system szeregowy tworzy systemu mieszany.
Kazdy system awarii mozna przedstawi¢ w postaci systemu szeregowego, ktérego ele-
mentami sg systemy réwnolegle. Przyktadowy diagram systemu mieszanego przedstawia
rysunek 6.1(c). Obszar awarii konstrukcji, ze wzgledu na przekroczenia wielu stanéw
granicznych, mozna wigc przedstawié¢ jako obszar awarii systemu mieszanego:

o = af = UN ey, (6.3)
j=1 j=li=1

gdzie n, jest liczbg systeméw réwnoleglych polaczonych w system szeregowy, ij,
j = 1,...,n,, s obszarami awarii systeméw réwnolegtych, m; sg liczbami elementéw
w systemach réwnoleglych a €2 f4; Oznacza obszar awarii i-tego elementu awarii w j-otym
systemie réwnolegtym.

System szeregowy ulega awarii, jezeli awarii ulega, bedacy jego elementem, system
rownolegly. Zbiory elementéw awarii, ktore tworzg takie systemy réwnolegle nazywa sig
cieciami (awaria systemu réwnoleglego skutkuje "przecieciem" systemu szeregowego).
Ciecie nazywamy cieciem minimalnym, jezeli z niepelnej liczby jego elementéw nie mozna
utworzy¢ innego ciecia. Tak wiec system awarii mozna efektywnie przedstawic¢ jako system
szeregowy cie¢ minimalnych.

RYSUNEK 6.2. Kratownica statycznie niewyznaczalna.

Przyklad 6.1: Budowe systemu awarii przedstawimy na przyktadzie kratownicy sta-
tycznie niewyznaczalnej, ktéry zostat zaczerpniety z pracy [112]. Rysunek 6.2 przedstawia
kratownice jednokrotnie statycznie niewyznaczalna, ktérej prety o numerach 1 i 2 przecina-
ja sie. Rozwazana kratownica stanie sie statycznie wyznaczalna po usunieciu (wystapieniu
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awarii) jednego z pretéw 1,2,3,4,5 lub 6. Jezeli wiec awarii ulegnie jeszcze jeden element z
wymienionej grupy, to wystapi awaria catej konstrukcji. Utrata nosnosci catej konstrukcji ma
réwniez miejsce, jezeli awarii ulega jeden z elementéw o numerach 7,8,9 lub 10. System awarii
w przypadku rozwazanej konstrukcji mozna wiec okresli¢ jako ztozony z dziewigtnastu ele-
mentéw system szeregowy, ktdrego pietnascie elementéw jest dwuelementowymi systemami
réwnoleglymi. System szeregowy sktada sie z nastepujacych zbioréw elementéw awarii: {1, 2},
{1,3}, {14}, {1,5}, {1,6}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5},
{4,6}, {5,6}, {7}, {8}, {9} oraz {10}. tatwo zauwazy¢, ze wszystkie te systemy réwnolegte
sa cieciami minimalnymi.

System awarii w przyktadzie 6.1 udalo si¢ okresli¢ do$¢ tatwo. Jednak uwzglednia on
tylko powstanie ustroju kinematycznie zmiennego, natomiast pominieto wpltyw na po-
sta¢ awarii wlasnosci wytrzymatosciowych pretow, czy sposobu obcigzenia. Na przyktad,
utrata nosnosci preta 1 moze doprowadzi¢ do takiej redystrybucji sit wewnetrznych, ze
zostang przekroczone dopuszczalne naprezenia w pretach 2 i 6. Tak wiec cala konstrukeja
straci no$nos¢ w wyniku awarii jednego preta. Aby uwzglednié¢ taks postac zniszczenia, to
w systemie awarii, zdefiniowanym w przykladzie 6.1, nalezaloby okresli¢ minimalne cigcie
sktadajace sie z elementu 1.

W ogélnym przypadku okreslenie systemu awarii wymaga uwzglednienia modeli wy-
trzymatosciowych elementow, ktére definiujg ich zachowanie po wystgpieniu awarii: cal-
kowita lub czesciowa utrata nosnosci. Konieczne jest rowniez przesledzenie mozliwych
scenariuszy redystrybucji obcigzen po awarii kolejnych elementéw. W przypadku zto-
zonych systemow konstrukcyjnych brakuje metod pozwalajacych na wykonanie takich
analiz. Tak wigc zastosowanie systemow awarii do oceny bezpieczenstwa rzeczywistych
konstrukcji, przy obecnym stanie wiedzy, jest ograniczone. Pomimo to, metody oszaco-
wania prawdopodobienstwa awarii systeméw sg dobrze opracowane.

6.3. Analiza niezawodnosci systeméw

Prawdopodobienstwo awarii systemu jest prawdopodobieristwem zdarzenia losowego
okreslonego przez obszar awarii systemu, zdefiniowany przez jeden ze wzoréw: (6.1),(6.2)
lub (6.3). Jest to oczywiscie uogdlnienie pojecia prawdopodobieristwa awarii (2.6), na
przypadek gdy obszar awarii jest okreslony przez wigcej niz jedng funkcje graniczng.

Przyjmujac, ze g;(x), i = 1,...,m sa funkcjami granicznymi, to prawdopodobieristwo
awarii systemu szeregowego okresla si¢ za pomocy wyrazenia

pi=p|of| = PlJos] = PlUtsx) <0}, (6.4)
i=1 i=1
a prawdopodobieristwo awarii systemu rownolegtego jako

PP = P[ij’] — P[ﬁ Qfl} - P[ﬁ{gi(X) < 0}] . (6.5)
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Prawdopodobienstwo awarii systemu mieszanego przedstawia si¢ w nastepujacy sposob:

Np My Np My

Pt = plo)| = PIUN 2] = PUNsX) <0} | (6.6)

j=11i=1 j=11i=1

gdzie g;;(X) jest funkcjg graniczng j-tego elementu awarii w i-tym systemie réwnolegtym.

Prawdopodobienstwo awarii systemu mozna, analogicznie do wzoru (2.7), wyrazi¢ jako
catke z gestosci prawdopodobienistwa parametréw losowych konstrukeji fx (x) po obszarze
awarii systemu Q7 (indeks sys zastepuje uzywane powyzej oznaczenia typéw systemow):

P = fx(x)dx (6.7)
Qs
i

oraz, konsekwentnie, jako warto$¢ oczekiwang funkcji charakterystycznej systemowego
obszaru awarii Loz (x):

P — E[[Q;ys(X)] — /

Korzystajac z prawdopodobienistwo awarii systemu P;ys, definiuje si¢ uogdlniony wskaznik
niezawodnosci systemu:

Igzs (x) fx(x)dx (6.8)

n

Bsys _ _(I)fl (P;Zm) ) (69)

W dalszej czesci tego rozdziatu przedstawione zostang metody, dzieki ktérym mozliwe
jest oszacowanie prawdopodobienistwa awarii systeméw.

6.4. Zastosowanie FORM w analizie niezawodno$ci systemow

Przedmiotem rozwazann w tym podrozdziale sg systemy zbudowane z m elemen-
téw awarii. Kazdemu elementowi awarii jest przypisana funkcja graniczna g;(x), i =
1,2,...,m. Niech U = T(X) oznacza transformacje podstawowych zmiennych losowych
X do gaussowskiej przestrzeni standardowej (por. 2.3.2). Funkcje graniczne w gaussow-
skiej przestrzeni standardowej sa okreslone jako h;(u) = ¢;(T~'(x)). Ponizej zostanie
przedstawione zastosowanie metod pierwszego rzedu (por. 2.3.3) do oszacowania prawdo-
podobienstwa awarii systemdéw.

6.4.1. Systemy szeregowe
Przyblizenie metodg FORM prawdopodobienistwa awarii i-tego elementu awarii ma
nastepujaca postac:
Py, = P[g;(X) <0] =P [g; (T"'(U)) <0] = P[h; (U) <0

~P[B—a]U<0] =0 (-5),
(6.10)
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gdzie (3; jest wskaznikiem niezawodnosci wyznaczonym dla funkcji granicznej, opowiada-
jacej i-temu elementowi awarii (tzw. elementowy wskaznik niezawodno$ci). W przypadku
i-tej funkcji granicznej wektor a; jest okreslony wzorem (2.31). Na podstawie (6.1) praw-
dopodobienistwo awarii systemu szeregowego mozna wyrazi¢ jako:

P§ = P[@ in] - P[L_mj{gi(X) < 0}} - P[@{hi(U) < 0}] (6.11)

Przyblizenie FORM prawdopodobieristwa awarii systemu szeregowego uzyskuje sie po-
przez uwzglednienie linearyzacji funkcji granicznych w ich punktach projektowych:

P~ P[U{@- —afU< 0}} . (6.12)
i=1
Stosujac prawo De Morgana wzér (6.12) przeksztalca sie do nastepujacej postaci
PP ~1- P[ﬂ{aiTU < 6@}} - (6.13)
i=1

Zauwazmy, ze wyrazenie P[(- {alU < f;}] jest wartoscig dystrybuanty laczne-
go rozktadu prawdopodobienistwa zmiennych losowych o U, i = 1,...,m, w punkcie
B = {f,...,0n}. Poniewaz wektory a; majg jednostkows dlugosé, a zmienna U ma
standardowy rozktad normalny, to ol U, i = 1,...,m, sa normalnymi zmiennymi loso-
wymi o zerowej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji. Ponadto, wspétezynnik
korelacji zmiennych o} U i a;-FU wynosi

Tak wiec wyrazenie (6.13) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
Py ~1-,(8,0,R), (6.15)

gdzie ®,, jest dystrybuanta m-wymiarowego rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej
0 i macierzy kowariancji R, ktérej elementy okresla (6.14).

Uogolniony wskaznik niezawodnosci systemu szeregowego okresla si¢ na podstawie
oszacowania prawdopodobienstwa awarii (6.15), za pomoca wyrazenia

B%=—-o'(1-,(8,0,R)). (6.16)

Idee zastosowania metody FORM do oszacowania prawdopodobienistwa awarii sys-
temu szeregowego ilustruje rysunek 6.3. Analizowany system awarii sklada si¢ z trzech
elementéw, ktérym przypisano funkcje graniczne g;(T~1(U)) = h;(U), i = 1,2, 3. Obszar
awarii systemu, bedacy sumg obszaréw awarii elementéw, zostal zakreskowany. Na rysun-
ku przedstawiono elementowe wskazniki niezawodnosci 3;, © = 1,2, 3, oraz powierzchnie
graniczne, zlinearyzowane we wladciwych punktach projektowych u}, i = 1,2,3. Blad
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By-aiu=0 hy(u) =0

Y

%
P u; By eu=0

RYSUNEK 6.3. Zastosowanie metody FORM w analizie niezawodno$ci systeméw szeregowych.

oszacowania prawdopodobieristwa awarii systemu szeregowego metoda, FORM (6.11) za-
lezy oczywidcie od doktadnosci przyblizenia powierzchni granicznych h;(u = 0) przez
hiperptaszczyzny 3; — aJu = 0.

Na podstawie wzoru (6.14) oraz wlasnosci wektor6w «; mozna zaproponowaé in-
terpretacje wspdtczynnika p;; jako kosinusa kata 6 zawartego miedzy zlinearyzowanymi
powierzchniami granicznymi /;(u) =01 [;(u) = 0:

cosf = al a; = py. (6.17)

Tak wigc na podstawie wspélezynnika korelacji mozliwa jest ocena ksztaltu obszaru awarii
systemu szeregowego. Na rysunku 6.4 przedstawiono wzajemne potozenie dwéch liniowych
powierzchni granicznych i odpowiadajacym im obszaréw awarii dla p;o o wartosciach
—1.0, 0.0, V0.5 oraz 1.0. Przyjmujac f; = B; = 3.0, obliczono wartosci systemowego
wskaznika niezawodnosci dla przyjetych wartosci wspoétezynnika korelacji. Wynoszg one
odpowiednio 2.7821, 2.7824, 2.7921 oraz 3.0.

Na rysunku 6.5 przedstawiono wykres uogélnionego wskaznika niezawodnosci dwu-
elementowego systemu szeregowego w funkcji wspélezynnika korelacji. Zauwazmy, ze za-
lozenie pelnej korelacji miedzy elementami szeregowego systemu awarii, jezeli tak nie
jest w danym przypadku, prowadzi do zanizenia oszacowania prawdopodobienstwa awarii
systemu.

6.4.2. Systemy réwnolegle

Na podstawie definicji obszaru awarii systemu réwnolegtego (6.2) jego prawdopodo-
bienstwo okresla si¢ wzorem:

PP = P[ﬁ 0| = P[ﬁ{ng) <0}] = P[ﬁ{mw) <0}]. (6.18)
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RYSUNEK 6.4. Powierzchnie awarii dla réznych wartosci p;;.

Schemat zastosowania metody FORM do oszacowania prawdopodobienstwa awarii syste-
mu réwnoleglego przedstawiono na rysunku 6.6. Po transformacji do gaussowskiej prze-
strzeni standardowej, wewnatrz obszaru awarii systemu réwnolegtego A}D mozna wyzna-
czy¢ punkt potozony najblizej srodka uktadu wspoétrzednych. Punkt ten to tzw. wspdlny
punkt projektowy, ktéry precyzyjniej definiuje sie jako

u* = arg min||ul| (6.19)
uEAJ}f

(por. rys. 6.6). Znalezienie wspdlnego punktu projektowego wymaga rozwigzania odpo-
wiedniego zadania optymalizacji z ograniczeniami. W tym celu mozna zastosowaé ogdlny
algorytm optymalizacyjny, jak NLPQL [106] lub specjalnie opracowany dla tego zagad-
nienia algorytm JOINT3 [32].

Funkcje graniczne, ktérych warto$é¢ w punkcie u* jest rowna zeru, sg okreslane jako
aktywne funkcje graniczne. Funkcje te moga by¢ zlinearyzowane w punkcie * w naste-
pujacy sposob:

Li(u) = —aju+ G/, i=1,2,...,ma, (6.20)
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RYSUNEK 6.5. 3%(p) = -0~ (1 — @3({3.0,3.0},0, p)).

gdzie m 4 jest liczbg aktywnych funkcji granicznych,

_ VhZ<U)
o = —
IVhi(w)]] | g
oraz
5 - ata
uh hy(u) = 0
\ ﬁlj— alT u=0

hi(u) =0

() = 0
i3

sz—azTu=0

(6.21)

(6.22)

RYSUNEK 6.6. Zastosowanie metody FORM do oszacowania prawdopodobienistwa awarii sys-

temu réwnoleglego.

Zwr6éémy uwage, ze we wzorze (6.20) funkcje graniczne nie sg linearyzowane w ich

punktach projektowych, tak jak w przypadku systemow szeregowych, ale we wspolnym

punkcie projektowym. Na podstawie aproksymacji funkcji granicznych, okreslonych przez
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(6.20) oraz z wyrazenia (6.18), oszacowanie prawdopodobieristwa awarii systemu réwno-
legtego przybiera postaé:

ma
PP~ P|({-alu+s/ <o0}] = [ﬂ {alU > 3/}] = @, (-7, 0.R) , (623)
i=1
gdzie B7 = 18{,3],... ,ﬁ,,{m}, a R jest macierzg kowariancji o elementach
pij = @ & . (6.24)

Oczywidcie, majac zdefiniowane prawdopodobieristwo awarii systemu rownolegtego moz-
na wprowadzi¢ wogdlniony wskaznik niezawodnosci systemu réwnolegtego w nastepujacej
postaci:

B =-o""(®,,(-B7,0.R)). (6.25)

Podobnie, jak w przypadku systeméw szeregowych, wspétczynniki p;; okreslajg ksztalt
zlinearyzowanego obszaru awarii systemu réwnolegltego. Ponadto warto$¢ uogdlnione-
go wskaznika niezawodnosci systemu rownoleglego, ktéry zostal otrzymany z pomocs,
FORM, silnie zalezy od wspolczynnikéw korelacji. Ponizej przedstawiamy analize tego
zagadnienia, podobng do tej, jaka wykonano na stronie 103 w przypadku systeméw sze-
regowych. Rysunek 6.7 przedstawia wykres 47 dwuelementowego systemu réwnoleglego
w funkcji wspolezynnika korelacii pi; (przyjeto 51 = 35 = 3.0). Jak mozna zauwazy¢, 5
przyjmuje wartosci z przedziatu od 3.0 do oo dla, odpowiednio, w peini dodatnio i w petni
ujemnie skorelowanych funkcji granicznych.

7.0 EP

6.5

6.0

55

5.0

45

4.0

35

3.0 p

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

RYSUNEK 6.7. 37 (p) = =@~ (1 — ®2({-3.0,-3.0},0, ).

6.4.3. Systemy mieszane

Oszacowanie metodg FORM prawdopodobiefistwa awarii systemu mieszanego (6.6)
otrzymuje si¢ na podstawie jego przedstawienia jako systemu szeregowego, ztozonego z
systeméw réwnolegtych. Oszacowanie to mozna wyrazi¢ podobnie do (6.15) w nastepujacy
sposob:

PM~1-9,,(8",0,R"), (6.26)
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gdzie B* = {pF p¥, ....8" "} jest wektorem uogélnionych wskaznikéw niezawodnosci np
polaczonych szeregowo systeméw réwnolegtych (6.25), a RP jest macierza przyblizonych
wspotczynnikéw korelacji pomigdzy tymi systemami réwnolegltymi.

Wyznaczenie wspétczynnikéw pf;, i, = 1,2,...,np, bedacych elementami R”, wy-
maga przyblizenia systemdéw réwnoleglych za pomocsy liniowej funkcji granicznej

P(U)= - U+8F,  i=1,2,... np, (6.27)

gdzie af jest wektorem znormalizowanych wrazliwosci wskaznikéw (37 ze wzgledu na
zmiany wspélnego punktu projektowego systemu réwnoleglego. W pracy [33] zapropono-
wano nastepujace oszacowanie wspétezynnikéw acl’:

P
P a;

gdzie sktadowe wektora al’ majg nastepujaca postaé:

ma, ;T 8<I>m (- Ji7Ri
(af)j:;Z{ (a;gj“‘dak l_l*i) AZ( B )

p(=BF) &~ du’ oy’
L (6.29)
+2 § P, <_B ’RZ) dpr’
= Opt’ dﬂ;i .

We wzorze (6.29) gestosé standardowego rozkladu normalnego oznaczono przez ¢, a
m4 jest liczbg aktywnych funkcji granicznych i-tego systemu réwnolegltego. Wyrazenia
dpg/du; w (6.29) (dla uproszczenia pominigto indeksy 7) mogg by¢ wyznaczone na pod-
stawie wzoru:

dpw  dog; rday

B = el (6.30)
gdzie

dous ( 1 thv;z{) OVh,

— = + — 6.31

aw; ~ \Viell " Vi) o (6:31)

w ktérym I jest macierzg jednostkows. Ostatecznie otrzymujemy nastepujace wyrazenie,
ktore pozwala oszacowaé elementy macierzy wspélczynnikéw korelacji miedzy systemami
réwnoleglymi R”:

p_ Pl _p 6.32

Tak wiec wszystkie wielkosci potrzebne do wyznaczenia oszacowania (6.26) zostaly okre-
Slone.
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6.5. Przedzialy prawdopodobienistwa awarii systemu

Przedmiotem tego podrozdziatu jest oméwienie algorytméw pozwalajgcych na oszaco-
wanie ograniczern prawdopodobienstwa awarii systemu. Postugiwanie sie tymi metodami
pozwala pomingé trudne do obliczenia wartosci dystrybuanty okreslonego w duzej liczbie
wymiaréw rozktadu normalnego, ktére wystepuja w przyblizeniach (6.15) i (6.23).

Zauwazmy, ze prawdopodobienistwo awarii systemu szeregowego mozna przedstawic
za pomocg nastepujgcej sumy:

P[U sz‘] = P[] +P [Q, 00y ]+ P [ 007, Uy, |+ (6.33)
=1 ‘

Py NQy UL UQy ]

gdzie Qp U...UQ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia Qy U ... U Q.
Korzystajac z réwnosci A = (AN B)U (AN B), gdzie A i B sg dowolnymi zdarzeniami
losowymi, uzyskuje si¢ ponizsze przeksztalcenie prawdopodobieristw w sumie (6.33):

Py, Ny U UQ | =Py, | —P[Q, N (Y, U...UuQ )] . (6.34)

Podstawiajac (6.34) do (6.33) otrzymujemy prawdopodobienistwo awarii systemu szerego-
wego W nastepujacej postaci:

P[O in] = P [Q]

+ P [Qp,] = P [Q7,N Q]

+ P [Qp] = P [Qp 0 (2, U Q)] (6.35)

Uwzglednienie we wzorze (6.35) jedynie wyrazeri pierwszego rzedu P [QfJ prowadzi do
gbrnego oszacowania prawdopodobienistwa awarii. Oszacowaniem dolnym, ktére wykorzy-
stuje jedynie wyrazenia pierwszego rzedu, jest oczywiscie maksymalne prawdopodobien-
stwem awarii elementu. Oszacowanie proste (lub pierwszego rzedu) przedzialu zawiera-
jacego prawdopodobieristwo awarii systemu szeregowego (ang. simple bounds) okresla sie
wiec jako:

max {P [2,], P[] ... P[0, ]} < P[] <Y Pl (6.36)
i=1 i=1
Warto zauwazy¢, ze dolne ograniczenie jest dokladng wartodcig P?, jezeli wszystkie ele-
menty systemu szeregowego sg, catkowicie skorelowane.
Analogicznie ograniczenia proste mozna wyznaczy¢ w przypadku wskaznika niezawod-
nosci systemu szeregowego (6.16). Korzystajac ze wskaznikéw niezawodnosci elementéw
systemu 3;, i = 1,2, ..., m, przedstawimy je w nastepujacy sposob

—<I>‘1(ZI<I> (—@-)) < 85 <min{B, Bar..., 0} - (6.37)
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Niestety, jezeli prawdopodobieristwo awarii jednego z elementéw nie jest znaczaco wigk-
sze od pozostatych, to przedziat okreslony ograniczeniami prostymi jest zazwyczaj bardzo
szeroki. W takich przypadkach konieczne jest zastosowanie ograniczen, ktére sa doklad-
niejsze, ale réwniez bardziej skomplikowane obliczeniowo.

Dokladniejsze ograniczenia prawdopodobienistwa awarii systemu szeregowego moze-
my uzyskaé¢ uwzgledniajac cztony wyrazenia (6.35), ktére pominieto w ograniczeniach
prostych. Zauwazmy, ze

k—1
Qp V(U UQy) = (@, N Qy,) - (6.38)

1

-.
Il

Podstawiajac wyrazenia (ka N in) do wzoru (6.35) w miejsce 2y, otrzymujemy praw-
dopodobienstwo zdarzeni okreslonych przez (6.38):

[L_J ka a sz } P [ka A Qfl}

+ P QN Qp,] = P [(Q, N Q) N (N Q)]
+ P [Qp, N Q]
- P [(ka N Qfz;) N ((ka N Qf2) U (ka A Qfl))}

+ P {ka n kafl}

- P [(ka; N ka—1) N ((ka N ka—z) U...U (ka N Qfl))] :
(6.39)

Uwzgledniajac jedynie prawdopodobieristwa wyrazer drugiego rzedu 2y, M €y., na pod-
stawie wzoru (6.39) otrzymuje si¢ nastepujace ograniczenie gérne:
k—1
P [kaﬂ (ka—1U"'UQf1)] < ZP [kameJ : (6.40)
i=1
Dolne ograniczenie drugiego rzedu prawdopodobieristwa awarii systemu szeregowego moz-
na uzyska¢ podstawiajac (6.40) do prawej strony (6.35). W praktyce czesto uzywa sie
nieco zmodyfikowanej postaci ograniczenia dolnego drugiego rzedu. Jest to, tak zwane
dolne ograniczenie Ditlevsena:

PlUn) 2 plon] + S mafo.plog] - 3 Plog.ne, ]} (641

Gorne ograniczenie drugiego rzedu prawdopodobienistwa awarii systemu szeregowego
wyznacza sie podstawiajac do wzoru (6.35) ograniczenia dolne cztonéw, ktére sa odejmo-
wane. Ograniczenie dolne prawdopodobieristw zbioréw w (6.38) mozna okredli¢ tak, jak
ograniczenie dolne pierwszego rzedu, w postaci maksymalnej wartosci prawdopodobien-
stwa czesci wspolnych zbioréw:

P [kaﬁ (ka_lu...UQfl)] ZmaX{P [kaﬂka_J ,...,P [kaﬂQfJ}. (642)
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Podstawiajac (6.42) do (6.35) otrzymujemy gérne ograniczenie drugiego rzedu prawdopo-
dobieristwa awarii systemu szeregowego (gérne ograniczenie Ditlevsena):

PlU] <3 P[] - Smax{Plogney, | Plognen]}. 63

Podobnie uzyskuje si¢ ograniczenia drugiego rzedu wskaznika niezawodnosci syste-
mu szeregowego. Korzystajac z przyblizen FORM prawdopodobieristwa awarii systemdéw
réwnoleglych (por. 6.4.2) mozna je przedstawié w nastepujgcej postaci:

ﬁS > —Q)*l (Z CI)( Z HlaX{(I)Q z y _ﬁz{l}7 O, ﬁi(i—l)); ey (644)

i=1 =

(1)2({_ﬁ£]7 _Bi]}’ 0, pzl)}) )

—‘1>_1< —) +ZmaX{0 (—3;) — 2@2{ =B, 5]}, O,Pm)})

(6.45)

ﬁS

IN

Ograniczenia Ditlevsena zazwyczaj sa dokladniejsze niz ograniczenia proste, jednak
wymagajg one bardziej ztozonych obliczeri. Do ich wyznaczenia konieczne jest bowiem
oszacowanie prawdopodobieristw czeéci wspdlnych obszaréow awarii elementéw.

Wartos$¢ przedstawionych ograniczen drugiego rzedu jest zalezna od numeracji ele-
mentow awarii. Zaleca si¢, aby elementy awarii byly uporzadkowane zgodnie z malejacym
prawdopodobienstwem awarii. Tak wigc uzyskanie dobrego ograniczenia wymaga spelnie-
nia warunku: P[Qp ] > [Qf ] > ... > [Qf .

Ograniczenia prawdopodobieristwa awarii pierwszego i drugiego rzedu mozna réwniez
okredli¢ w przypadku systeméw réwnoleglych. Zauwazajac, ze obszar awarii kazdego z
elementéw systemu réwnoleglego zawiera obszar awarii systemu, definiuje si¢ ponizsze
ograniczenia proste (pierwszego rzedu):

0< p[(_nﬁ Q] < max {P[0,] P[0s,] ... P[0} (6.46)

Jezeli prawdopodobienistwa awarii elementéw systemu réwnoleglego speiniaja zaleznosé

J Jj—1
P[ﬂ in] > P[ﬂ in]P [ij] , (6.47)
i=1 i=1
to prawdziwe jest dokladniejsze ograniczenie dolne:

P[F]Qf‘] — P[] PO 09, P[0y 02,0..N00, ]
i=1 ! 1 P[Qfl} P[QflmeQH"'mem,J (648)

> [1P 19,
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Zwréémy jeszeze uwage, ze ograniczenie (6.48) jest réwne dokladnej wartosci prawdopo-
dobienstwa awarii systemu rownoleglego, jezeli elementy awarii nie sg skorelowane.

Ograniczeniom prawdopodobieristwa awarii (6.46) i (6.48) odpowiadaja proste ogra-
niczenia wskaznika niezawodnosci systemu réwnoleglego [112]:

max {6{7 ﬂga s aﬁmA} < 613 < _(I)il (H P (_6;]))7 (649)
i=1

gdzie wskazniki niezawodnosci 37 sg okreslone przez (6.22).

W wigkszosci przypadkow ograniczenia proste prawdopodobienstwa awarii systemow
rownoleglych, tak jak w przypadku systeméw szeregowych, sa mato doktadne. Dokladniej-
sze ograniczenie gérne drugiego rzedu zaproponowano w pracy [81]. Zauwazmy, ze obszar
awarii systemu réownoleglego zawiera si¢ w czesci wspélnej obszaréw awarii dowolnych
dwoch elementow systemu, a wigc prawdziwa jest nierdwnosé:

Pl < min {Plonnag]}. (6.50)
i=1
Na podstawie aproksymacji FORM definiuje si¢, odpowiadajace (6.50), ograniczenie
wskaznika niezawodnogci:

J

ﬁP Z _(I)_l (m%x{ég(—ﬁ;], —ﬁjj, 0, pl])}) s (651)

gdzie 3/ i p;; wyznaczone sq we wspélnym punkcie projektowym obszaru ALY £

6.6. Metody Monte Carlo w analizie niezawodno$ci systemoéw

Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii systemu za pomocg klasycznej metody Mon-
te Carlo (por. 2.3.6) mozna otrzymaé stosujac estymator (2.40) do wyznaczenia catki
(6.8). Zastosowanie metody importance sampling (por. 2.3.7) réwniez opiera si¢ na wy-
znaczeniu przyblizenia calki (6.8). Jednak w poréwnaniu do probleméw z jedng funkcja
graniczng, oszacowanie prawdopodobienistwa awarii systemu zazwyczaj wymaga okresle-
nia bardziej skomplikowanego rozktadu, z ktérego generowana jest préba losowa impor-
tance sampling.

Przedstawione w rozdziale 2 metody analizy niezawodnosci wykorzystujg ztozenie, ze
w obszarze awarii mozna okresli¢ punkt projektowy, w ktorym gesto$é rozkladu praw-
dopodobieristwa ma maksimum globalne o wartosci znacznie wigkszej od ewentualnych
maksimow lokalnych. W przypadku analizy systeméw, przyjecie takiego zatozenia mo-
ze prowadzi¢ do duzych bledéw oszacowania prawdopodobienistwa awarii. Skomplikowany
ksztalt systemowej powierzchni granicznej powoduje, ze funkcja gestosci prawdopodobien-
stwa moze mie¢ w systemowym obszarze awarii kilka istotnych maksiméw lokalnych. W
przypadku systemow szeregowych, okreslonych w gaussowskiej przestrzeni standardowej,
lokalne maksima gestosci prawdopodobienstwa pokrywajg si¢ z punktami projektowymi
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elementowych funkcji granicznych. Warto zwréci¢ uwage, ze na wykorzystaniu tego faktu
opiera si¢ aproksymacja FORM prawdopodobieristwa awarii systemu szeregowego (por.
6.4.1). W przypadku problemu analizy niezawodnosci okreslonego jedng, funkcja, granicz-
ng, w podrozdziale 2.3.7, zaproponowano generowanie préby losowej z rozktadu prawdo-
podobieristwa o gestosci (2.59). Funkcja gestosci prawdopodobienistwa (2.59) ma jedno
maksimum, ktére pokrywa si¢ z punktem projektowym. Zastosowanie takiego jednomo-
dowego rozkladu prawdopodobienistwa (ang. unimodal distribution) zapewnia uzyskanie
préby losowej skupionej w obszarze, ktory jest najbardziej istotny dla oszacowania praw-
dopodobieristwa awarii. Uzyskanie efektywnego oszacowania prawdopodobieristwa awarii
systemu szeregowego najczesciej] wymaga wygenerowania proby losowej, ktorej elementy
sg roziozone w poblizu lokalnych maksiméw gestosci prawdopodobienistwa. Uzyskanie ta-
kiej préby z rozkladu jednomodowego jest niemozliwe. W tym przypadku konieczne jest
zastosowanie rozktadu wielomodowego (ang. multimodal distribution), ktérego gestosé ma
kilka istotnych maksiméw lokalnych.

W analizie niezawodno$ci systeméw za pomocg importance sampling stosuje sie roz-
ktady mieszane (ang. mized distribution) [53]. Gestos¢ prawdopodobieristwa rozktadu mie-
szanego okresla si¢ jako kombinacje liniowg gestosci rozktadow sktadowych ¢;, 2 =1,..., k:

q(x) = Z Aigi(x), (6.52)

gdzie Zle Ai = 1 oraz \; > 0. W przypadku problemu analizy niezawodnosci systemu
szeregowego, sformutowanego w gaussowskiej przestrzeni standardowej, dobre rezultaty
daje zastosowanie kombinacji liniowej rozkladéw (2.59) okreslonych dla elementowych
funkcji awarii. W tym podejéciu przyjmuje sie, ze wspélezynniki A sg funkcjami indekséw
niezawodnodci elementéw awarii [76].



ROZDZIAL

Metoda wzajemnej entropii w analizie

niezawodnosci konstrukeji

7.1. Adaptacyjne metody symulacyjne

Jak wspomniano w podrozdziale 2.3.7, efektywnos¢ metody importance sampling za-
lezy od doboru rozktadu prawdopodobieristwa, z ktérego generowana jest préba losowa.
Typowa implementacja importance sampling (2.59) wymaga okreslenia punktu projekto-
wego. Najbardziej efektywnie punkt projektowy mozna wyznaczy¢ za pomocs gradiento-
wych metod optymalizacji. Jednak zastosowanie tego podejscia wymaga rézniczkowalno-
Sci funkeji granicznej. Jezeli warunek ten nie jest spelniony, nalezy zastosowac¢ inne meto-
dy; jedng z alternatyw jest wykorzystanie adaptacyjnych metod symulacyjnych. Przyktad
takiego algorytmu przedstawiono w podrozdziale 2.3.8.

Adaptacyjne metody symulacyjne znajdujg zainteresowanie ze wzgledu na mozliwosé
zastosowania w przypadku nieregularnych funkcji granicznych, przy nizszych nakladach
obliczeniowych w poréwnaniu z klasyczng metoda Monte Carlo. Jak wspomniano we
wstepie do tej rozprawy, w literaturze mozna znalezé propozycje takich metod, ktére mi-
mo iz sprawdzajg si¢ w pewnych przypadkach, nie sa opracowane teoretycznie, a zwlaszcza
brakuje dowodéw ich zbieznosci. Przedmiotem tego rozdziatu jest omowienie wykorzysta-
nia w analizie niezawodnosci konstrukeji metody wzajemnej entropii (ang. cross-entropy
method) [21]. W kolejnym rozdziale zostang przedstawione metody Markov chain Monte
Carlo [121]. Te dwie adaptacyjne metody Monte Carlo znalazly szerokie zastosowanie w
réznych dziedzinach wykorzystujacych techniki symulacyjne. Obie maja dobrze opraco-
wane podstawy teoretyczne, w tym réwniez zbadano warunki ich zbieznosci.

Metoda wzajemnej entropii jest dos¢ nowym podejéciem pozwalajacym rozwigzywac
zagadnienia, ktére mozna sformulowaé¢ w ramach optymalizacji kombinatorycznej badz
symulacji tzw. rzadkich zdarzeni (ang. rare events). Oszacowanie prawdopodobieristwa
awarii mozna zaliczy¢ do drugiej z tych grup.

Omawiany algorytm jest typowym przykladem adaptacyjnych metod symulacyjnych.
Metody te wykorzystuja do generowania préoby losowej rozklad prawdopodobienstwa, kté-
ry jest dostosowywany do danego zadania w trakcie wykonywania algorytmu. Zazwyczaj
dobor rozktadu prawdopodobienstwa wykorzystywanego w celu symulacji jest ograniczo-
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ny do pewnej rodziny parametrycznej. W takim przypadku dostosowanie rozkladu polega
na okresleniu odpowiednich wartosci parametréw. Kryterium wyboru rodziny rozktadéw
prawdopodobienistwa moze by¢ tatwosé generowania préby losowej. Czestym podejéciem
jest wykorzystanie tej samej rodziny, do ktorej nalezg opisujace zadanie zmienne losowe.
Na przyklad, w przypadku problemu analizy niezawodnosci sformutowanego w gaussow-
skiej przestrzeni standardowej jest to wielowymiarowy rozktad normalny.

[stota metody wzajemnej entropii jest dobdr parametréw rozktadu, z ktérego genero-
wana jest préba losowa, poprzez minimalizacje wzajemnej entropii jego i rozkltadu mini-
malizujacego wariancje estymatora importance sampling (2.54). Jak to zostanie pokazane
w dalszej czesci rozdziatu, wykorzystanie takiego kryterium, w pewnych przypadkach,
pozwala szczegdlnie tatwo okresli¢ parametry rozktadu proby losowej.

Metody Markov chain Monte Carlo mozna zastosowaé¢ do otrzymania préby losowe;
z danego rozkladu F, znajac jedynie funkcje proporcjonalng do jego gestosci prawdopo-
dobienstwa. Metody te generuja ergodyczny tanicuch Markowa z rozkladem stacjonarnym
F.

Zastosowanie metod Markov chain Monte Carlo w analizie niezawodno$ci opiera sie
na pomysle, wykorzystania ich do otrzymania préby z rozkladu optymalizujgcego me-
tod¢ importance sampling. Jednak whrew potocznym opiniom, oszacowanie prawdopo-
dobienstwa awarii w ten sposéb wymaga wiecej niz wygenerowania jednego elementu
proby losowej. Istota proponowanej metody jest wyznaczenie stalej normalizujacej funk-
cji I, (x)f(x) (por. (2.54)), ktéra jest réwna prawdopodobiefistwu awarii. Podejscie to
wymaga zastosowania algorytmu pozwalajgcego oszacowad stalg nromalizujaca gestosé
prawdopodobienistwa préby losowej, otrzymanej za pomocg Markov chain Monte Carlo.

7.2. Metoda wzajemnej entropii

W niniejszym podrozdziale przedstawiono teoretyczne podstawy metody wzajemnej
entropii. Postuzono sie¢ w tym celu zagadnieniem oszacowania prawdopodobienistwa awarii
okreslonej wzorem (2.5) [59]. Metoda wzajemnej entropii moze by¢ réwniez stosowana do
wyznaczenia prawdopodobienistwa rzadkich zdarzen, ktére zdefiniowano w inny sposéb.
Na przyktad, w pracy [21] wykorzystano to podejscie do oszacowania prawdopodobieti-
stwa zdarzenia danego nieréwnoscig, g(Y) > v, gdzie g jest funkcjg wielowymiarowej
zmiennej losowej Y, a 7 jest liczba rzeczywistg.

Powiedzielismy juz, ze w praktyce wyboér rozktadu, z ktérego generowana jest proba
losowa w metodzie importance sampling, jest ograniczony do pewnej rodziny parame-
trycznej o gestosciach prawdopodobieristwa f = {f(x,v)}, v € V, gdzie V jest zbiorem
parametrow rozktadu.

Parametry v mozna okredli¢ rozwigzujac dla elementéw rodziny f zadanie minimali-
zacji wariancji estymatora (2.49), okreslonej wzorem (2.51). Zadanie to definiuje si¢ jako

min Vary, {Inf(x)%] , (7.1)

gdzie f,(x) = f(x,v) jest elementem rodziny f. Réwnowazne sformulowanie (7.1) jest
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nastepujgcej postaci (por. (2.51) oraz [56])

min {Efv [Jﬂf(x) / 2<X)H . (7.2)

veV f3<X>

To zadanie optymalizacji mozna rozwigzaé¢ wykorzystujac ponizsze oszacowanie wartosci

oczekiwanej
EEES f(Xi) f(X)

gdzie f,, jest gestoscig rozkladu prawdopodobienistwa zmiennych losowych X;.
Sformutowanie (7.3) jest podstawa prostego algorytmu iteracyjnego (por. algorytm
8.4.1 w [102]):

1. Przyjac f,. = f.
2. Wygenerowa¢ prébke losows Xy, ..., X, z rozkladu o gestosci f,, i rozwigzaé zada-
nie optymalizacji (7.3). Oznaczmy rozwigzanie jako v*. Niech v* bedzie oszacowa-
niem optymalnej warto$ci parametru v*.
3. Na podstawie préby losowej z gestosci prawdopodobienistwa ¢(x) = f(x, v*) osza-
cowaé prawdopodobieristwo awarii, korzystajac przy tym z estymatora (2.49).
W celu uzyskania doktadniejszego oszacowania parametru v* mozna powtorzy¢ drugi krok
algorytmu kilkakrotnie, przyjmujac vy = v*.

Oczywiscie stosowanie adaptacyjnych metod Monte Carlo ma sens, jezeli uzyskanie
oszacowania v*, ktére zapewni zmniejszenie wariancji (2.49), wymaga mniej obliczen niz
oszacowanie prawdopodobieristwa awarii metoda Monte Carlo.

Innym podejsciem pozwalajagcym wyznaczy¢ parametry v jest wybér rozktadu praw-
dopodobieristwa, ktory jest w pewnym sensie podobny do optymalnego rozktadu metody
importance sampling ¢* (2.54). Okazuje sig, ze w celu poréwnania rozktadéw prawdopo-
dobieristwa wygodnie jest postuzy¢ sie ich wzajemng entropia (ang. cross-entropy), ktéra
jest réwniez okreslana jako odleglo$é Kullbacka-Leiblera (ang. Kullback-Leibler distan-
ce). Wzajemna, entropie dwéch rozktadéw prawdopodobienstwa o gestosciach f(x) i ¢(x)
definiuje sie jako

D(f,q):/f(x)lnf—x))dx. (7.4)

(
q(x

Warto zauwazy¢, ze wzajemna entropia nie jest odlegloscig w sensie formalnym, poniewaz
w ogdlnosci nie spelnia warunku symetrii: D(f, g) # D(g, f).
Wzajemna entropia optymalnego rozkltadu importance sampling ¢* oraz elementéw
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rodziny f jest okreslona wyrazeniem:

P, (%) f(x
D (g0 f0ev) = [ Pyt 909 n P
- Py, (%) (%)
=E; | Py I, (x)In ! f(zx,v)
= Ey [Py o, () In Py o, (x) £ ()] =By [Py o, () In f(x,v)]

(7.5)
Jako optymalne parametry v* rozkladu, z ktérego generowana jest préba losowa, mozna
wiec przyjacé te, ktére minimalizujg wzajemng entropie (7.5):

min{D(q*(x), f(x,v)} . (7.6)

veV

Zauwazmy, ze rozwigzanie powyzszego zadania jest réwnowazne okresleniu parametru
maksymalizujgcego drugi czlon wyrazenia (7.5):
max {D(v) =E; [Io,(x)In f(x,v)] }. (7.7)

Korzystajac z estymatora importance sampling wartosci oczekiwanej, zadanie (7.7) prze-
ksztalca si¢ do postaci

n

max {mv) — Y (X0 1nf<xi,v>} , (75)

gdzie Xy, ..., Xy jest prébg losows, z rozktadu prawdopodobienistwa o gestodci f(x, vy).

Rozwiazanie probleméw (7.3) 1 (7.8) ma ten sam cel, ktérym jest okreslenie parame-
tréw w pewnym sensie optymalnego rozktadu wykorzystywanego w metodzie importance
sampling. Poniewaz w przypadku zadania (7.3) otrzymujemy rozkltad minimalizujacy wa-
riancje poszukiwanego oszacowania, to wydaje sie, ze stosowanie rozkladu okreslonego
za pomocg metody wzajemnej entropii nie ma sensu. Jednak metoda wzajemnej entropii
wykorzystuje znacznie latwiejszy do rozwigzania problem optymalizacji, ktéry w pew-
nych przypadkach nawet mozna rozwigza¢ analitycznie [21]. Tak wiec stosowanie metody
wzajemnej entropii jest uzasadnione, jezeli oszczedno$é naktadow obliczeniowych koniecz-
nych do rozwigzania zadania optymalizacji rekompensuje wykorzystanie rozktadu, ktory
nie zapewnia minimalizacji wariancji estymatora. W pracy [56] przedstawiono analize
pokazujaca réwnowaznos$¢ rozwigzania problemu minimalizacji wariancji i minimalizacji
wzajemnej entropii w przypadku, kiedy prawdopodobieristwo awarii dazy do zera (dowdd
dotyczy ogélniejszego zagadnienia symulacji rzadkich zdarzen).

7.3. Algorytm metody wzajemnej entropii

W tym podrozdziale oméwimy implementacje algorytméw, ktore pozwalaja na efek-
tywne oszacowanie prawdopodobienistwa awarii za pomocg metody wzajemnej entropii.
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Zauwazmy, ze jezeli funkcja D, w (7.8) jest wypukla i rézniczkowalna wzgledem v, to
gradient tej funkcji jest zerowy dla rozwigzania zadania (7.8) (por. [21]): Vﬁn({f*) =0.
Tak wiec oszacowanie parametru v*, minimalizujacego wzajemnag, entropie ¢* i rozkladu
z rodziny f= {f(x,v)}, mozna otrzyma¢ rozwigzujac nastepujacy uktad réwnan:

Xi7 {’) (%1
BN f(X5) OIn f(Xiv)
n 2 oy (X:) FXi,v) v 0

i=1

IR ot
(7.9)
gdzie v = {vy,v9, ..., v}

W przypadku niektérych rodzin rozkladéw prawdopodobienstwa réwnania (7.9) przy-
bieraja szczegdlnie tatwg do rozwigzania postaé. Dla zastosowarl w analizie niezawodnosci
szczegoblnie interesujacy jest przypadek wielowymiarowej zmiennej normalnej o niezalez-
nych sktadowych. Gesto$é prawdopodobienistwa takiej zmiennej losowej jest okreslona
Wzorem:

k
i 1 (7 — p15)?
prix i) ol oj\2m P ( 202 ’ (7.10)

gdzie p = {p1,...,p} i ¢ = {o01,...,0%}, to odpowiednio wektory wartosci oczeki-
wanych i odchylen standardowych. Zauwazmy, ze pochodne logarytmu gestosci (7.10)
wzgledem wartosci oczekiwanych sg postaci:

Omepr(x,p0) _ @j—p
= 5 7=1,..

Lk (7.11)

Po prostych przeksztalceniach, korzystajac z (7.11) oraz (7.9), otrzymujemy nastepujace
oszacowania wartosci oczekiwanych

f(Xi)
f(Xi,v)
f(Xi)

|
ﬁ Zi:l ‘[Qf (Xz)m

W celu wyznaczenia optymalnych odchyleri standardowych, ktére wystepuja w (7.10),

I —n
E Z¢:1 in[Qf<Xi)

~ %

Hi =

j=1,... k. (7.12)

wykorzystamy nastepujace pochodne

nerbopmo) o mF 2%y (7.13)

do; o

Podobnie, jak w przypadku wartosci oczekiwanych rowniez odchylenia standardowe moga,
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by¢ oszacowane za pomocg prostych wyrazen:

LS (X, — )l (X))
Ax2 n f(XmV) .
07" = 1 %) j=1,...,k. (7.14)
im0 (X505

Oczywiscie w mianownikach (7.12) i (7.14) znajduje si¢ oszacowanie prawdopodobieni-
stwa awarii. Nasuwa sie wiec pytanie czy wykorzystywanie takich oszacowan parametréw
rozkladu ma sens, jezeli wymaga ono poszukiwanego rozwigzania zadania. W prezento-
wanych dalej testach numerycznych, wariancja estymatora (7.12) byla znaczaco nizsza
od oszacowania prawdopodobienistwa awarii, ktére wystepuje w mianowniku tego wzo-
ru. Wyrazenia (7.12) i (7.14) sa réwnowazne alternatywnemu dla (2.49) estymatorowi
metody importance sampling (por. ratio estimate w [53]) okreslanemu jako
0 P(Xi)
> ic X(X5) b(X)

s OK)
hp(X)

gdzie X;, i =1,...,n jest probg losows o gestosci ¢, ¢ jest gestoscig prawdopodobieristwa

E[x(X)] ~ (7.15)

zmiennej X, a x jest funkcjg, ktérej oszacowanie wartosci oczekiwanej jest poszukiwane.
Estymator (7.15) w wielu przypadkach ma mniejsza wariancje niz esytmator (2.49).

Efektywnosé oszacowania optymalnych parametréw metody wzajemnej entropii za
pomocy (7.9) zalezy od odpowiedniego doboru parametréw v rozkltadu prawdopodobieri-
stwa, z ktérego generowana jest prébka losowa. Oczywiscie w przypadkach, gdy prawdo-
podobienstwo awarii jest male, okreslenie wlasciwych parametréw moze by¢ trudne. W
pracy [56] (algorytm 5.2) do rozwigzania tego problemu zaproponowano algorytm ite-
racyjny. Ponizej jest on przedstawiony z wykorzystaniem notacji stosowanej w analizie
niezawodno$ci.

Omawiany algorytm wykorzystuje prostg modyfikacje funkcji graniczne;j:

9(x) = g(x) +, (7.16)

gdzie v > 0. Obszar awarii okreslony przez funkcje g ma oczywiscie wieksze prawdo-

podobienistwo niz obszar zdefiniowany za pomocg g. Dzieki temu okreslenie parametréw

rozktadu prawdopodobieristwa przy wykorzystaniu estymatora (7.9) jest latwiejsze.
Celem algorytmu jest wyznaczenie, na podstawie kolejnych symulacji, sekwen-

cji parametréw: 7o, 71,. .., okreslajacych modyfikacje funkcji granicznej (7.16) oraz
Vo, V1, ..., Vg definiujacych rozklady prawdopodobieristwa, z ktérych generowane sg pro-
by losowe.

Algorytm wymaga przyjecia nastepujacych parametréw: stalej p, 0 < p < 1 (w [56]
sy sugerowane wartosci 0.01 < p < 0.1), statych § > 01 a > 1, oraz okredlenia liczby
symulacji n, ktore s§ wykonywane w jednym kroku iteracji.

Wykonanie algorytmu obejmuje ponizsze kroki:
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1. Inicjalizacja algorytmu. Niech pg = p. Na podstawie proby losowej Xﬁ(’), e ,X%O),
otrzymanej z rozkladu prawdopodobienstwa o gestosci f(x, v(?)), oszacowaé 4, kté-
re jest kwantylem empirycznym rzedu py funkeji préby losowe;j g(Xgo)), e g(X%O))
(por. 2.2):

P [g(XEO)) < %} =po, i=1,...,n. (7.17)

Nastepnie niech ¢ = 1.
2. Wykorzystujac prébe losows, thil), e ,ng - wyznaczy¢ sktadowe wektora para-

metréw v®) poprzez rozwigzanie zadania optymalizacii:

veV

1< _ _
¥ :argmax{ﬁZﬁg(x)@_l}(th V) In £(X{ 1),V)}> (7.18)
=1

f(XEt_l), V(=)
gdzie I{gx)<s,_,) jest funkcjg charakterystyczng obszaru, w ktérym g(x) < 44
(por. 2.2).

3. Wygenerowaé prébe losows th), cee ng ) 7 rozkladu prawdopodobieristwa o gestosci
f(x,v) oraz przyjaé pe = p.

4. Na podstawie th), e ,Xg ) wyznaczy¢ kwantyl empiryczny 4; rzedu p; funkeji pré-
by losowe; g(th)), . ,g(Xﬁf)).

5. Jezeli 4y <0, przyjaé v = 0 oraz wyznaczy¢ oszacowanie 0 parametru v*, ktére
jest rozwigzaniem zadania optymalizacji:

1 ¢ F(X)
() (t) 7
vy’ = arg max {ﬁ El I, (X; :

)f(X )7 {,(t_1)>

7

veV

In f(xgﬂ,v)} . (7.19)

Nastepnie przej$é¢ do punktu 7.
6. Jezeli 4, > 0, sprawdzi¢ czy istnieje p takie, ze ¥ bedace kwantylem empirycznym
rzedu p funkeji préby losowe;j g(th_l)), . ,g(Xq(f_l)) spelia ¥ < max{0,9;_1 —d}:
o Jezeli takie p istnieje i p = p;, to przyja¢ t = t + 1 i powtdrzy¢ iteracje od
kroku 2;
e Jezeli takie p istnieje oraz p < pq, to przyjaé p; = p i wrécié do kroku 4;
e W przeciwnym przypadku (na przyklad jezeli takie p nie istnieje) powiekszy¢
liczbe liczbe symulacji w jednej iteracji n = an i powréci¢ do kroku 3.
7. Wyznaczy¢ oszacowanie prawdopodobieristwa awarii na podstawie estymatora im-

portance sampling (2.49), wykorzystujac prébe losows otrzymang, z rozktadu o ge-
stosci f(x,{fit)).
Jezeli dla kazdego rozkladu prawdopodobienistwa z rodziny f = { f(x,v)} obszar awarii

ma niezerowe prawdopodobienstwo:

ey / o, (%) £ (%, v)dx > 0, (7.20)

to powyzszy algorytm jest zbiezny w skonczonej liczbie iteracji do rozwigzania problemu
(7.8) prawie na pewno. Dowdéd tego twierdzenia podano w pracy [56].
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Zauwazmy, ze w omawianym algorytmie oszacowania kolejnych wartosci parametréw
Vi, Y sg kontrolowane przez ciag parametréw p;. Dobierajagc odpowiednio duzg wartosé
parametru p zapewniamy, ze liczba realizacji préby losowej w zmodyfikowanym obszarze
awarii {x : g(x) < A_1} bedzie wystarczajaca do dobrego oszacowania parametréw
v. W praktyce algorytm jest inicjowany dla dosé¢ duzego p, i warto$¢ ta nie musi by¢
zmniejszana w trakcie jego wykonywania. Dzieje si¢ tak, poniewaz dzigki konstrukcji
problemu wzajemnej entropii, rozklad prawdopodobienistwa ¢(X), gdy X ~ f(x,vii1),
zazwyczaj ma ciezszy dolny ogon niz, kiedy X ~ f(x,v;), a wiec v(viy1, p) < y(vy, p) dla
wszystkich p. W przypadkach, kiedy ta wlasno$é¢ nie jest spelniona, zbieznos¢ algorytmu
zapewniajg modyfikacje parametréw wykonywane w kroku 6 [56].

7.4. Ocena efektywnosci metody wzajemnej entropii

Przedmiotem tego rozdzialu jest ocena efektywnosci numerycznej metody wzajemne;j
entropii na podstawie przyktadéw testowych. W tym celu postuzymy si¢ zestawem zadan,
ktére w pracy [34] zostaly wykorzystane do poréwnania réznych algorytméw importan-
ce sampling. Zadania te wykorzystujg jawnie okreslone funkcje graniczne majace cechy,
ktére utrudniajg zastosowanie importance sampling. Sa to np.: duza liczba zmiennych
losowych, male prawdopodobienstwo awarii, silna nieliniowos¢ powierzchni granicznej,
wielokrotne punkty projektowe, zaszumiona funkcja graniczna. Jako kryterium oceny al-
gorytmu postuzymy sie liczbg, symulacji, jaka nalezy wykonaé, aby otrzymaé estymator o
wspélezynniku zmiennoscei é = 0.1 (2.44).

Prezentowane ponizej zadania zostaly sformutowane w gaussowskiej przestrzeni stan-
dardowej, tak wiec jako rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa, z ktérych generowane
sg, proby losowe, przyjeto wielowymiarows zmienng normalng o niezaleznych sktadowych
i jednostkowych wariancjach. W tym przypadku wyznaczenie optymalnych parametréw
rozktadu prawdopodobienistwa ogranicza si¢ do oszacowania warto$ci oczekiwanych za
pomocy (7.12).

W podanych przykladach zastosowano nieco zmodyfikowany algorytm adaptacyjny
niz ten przedstawiony w podrozdziale 7.3. W wykorzystanym algorytmie symulacje w
danej iteracji prowadzi si¢ do momentu, gdy oszacowania wartosci oczekiwanych kolej-
nego rozktadu maja mniejsze wspoélczynniki zmiennosci niz przyjeta wartosé é,. Drugim
z parametrow, jaki nalezy okresli¢ dla algorytmu, jest omawiane juz p. Poniewaz dzigki
tej modyfikacji nie zachodzi potrzeba wykonania kroku 6, to nie ma potrzeby okreslenia
parametréw 0 i a. Wartosci parametréw p i é,, podawane w wynikach eksperymentéw
numerycznych, zapewnialy najlepszg efektywnosé algorytmu sposréd kilkudziesigciu ana-
lizowanych kombinacji. Jednak wartosci te nie moga by¢ traktowane jako optymalne.

Przedstawione liczby symulacji n, jakie byly potrzebne do otrzymania estymatora
o wymaganym wspoélczynniku zmiennosci sg wartodciami $rednimi, ktére uzyskano dla
kilkuset rozwigzan tego samego zadania ze stalymi parametrami algorytmu.

Przyklad 7.1: Ocena efektywnosci w z zaleznosci od liczby zmiennych loso-
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3=10]6=50 3 =100
s 03 0.3 0.3
k=2 |é, | 0.0389 | 0.0473 0.5527
n 230 884 1912
o | 05 0.5 0.45
k=101 é, 0.5 0.5 0.05
n 360 1375 3181
16% brak zbieznoéci
p 0.5 0.5 0.45
k=501¢é, 0.1 0.1 0.05
n 882 2968 8569
38% brak zbieznosci

TABLICA 7.1. Ocena efektywnosci metody wzajemnej entropii dla funkcji granicznej w postaci
hiperptaszczyzny.

wych i wielkosci prawdopodobieristwa awarii. Funkcja graniczna wykorzystywana w tym
przyktadzie okresla powierzchnig graniczna w postaci hiperptaszczyzny:

k
g =VEB=> U, (7.21)
=1

gdzie U;, © = 1,2,...,k, sa standardowymi zmiennymi losowymi, a /3 jest wskaZnikiem nie-
zawodnosci. Zmieniajac wartosci k i 3 mozna tatwo réznicowaé liczbe zmiennych losowych
i prawdopodobieristwo awarii. Testy numeryczne przeprowadzono dla nastepujacych parame-
tréw funkgcji granicznej: 8 = 1.0, 6 = 5.0, § = 10.0 oraz k = 2, k = 10, k = 50. Wyniki
eksperymentdéw przedstawiono w tablicy 7.1. Jak mozna zaobserwowa¢, konieczna do uzyska-
nia wymaganego poziomu zmienno$ci estymatora liczba symulacji wzrasta wraz z wymiarem
przestrzeni zmiennych losowych i wartoscia indeksu niezawodnosci. Brak zbieznosci zaznaczo-
ny dla B = 10 i £ = 10 oraz k£ = 50 oznacza, ze wymagana doktadno$¢ oszacowania nie
zostata osiagnieta po dopuszczalnej (bardzo duzej) liczbie symulacji.

Jak widzimy w prezentowanym przyktadzie, koszty numeryczne konieczne do uzyskania
oszacowania o wymaganej doktadnosci nie sa mate. Jednak biorac pod uwage, ze jest to
catkowity koszt analizy, a algorytm wymaga jedynie doboru dwdch parametréw, to w opinii
autora efektywnos¢ prezentowanej metody jest zadowalajaca.

Przyklad 7.2: Zastosowanie metody wzajemnej entropii w zagadnieniu z silnie
nieliniowa funkcja graniczna. W tym przyktadzie, funkcja graniczna jest okre$lona wzorem:

k
=+ X;¥C, (7.22)
=1

gdzie X;, ¢+ = 1,2,..
okreslonym przez parametr \. Po transformacji do gaussowskiej przestrzeni standardowej funk-

., k, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym,



122

7. METODA WZAJEMNEJ ENTROPII W ANALIZIE NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI

C |16.175 | 11.077 8.951 7.435 6.277 5.343

Pr | 0.20 1072 1073 10~4 1075 1076

6| 0.841 2.328 3.093 3.722 4.268 4.765

p | 0475 0.3 0.3 0.3 0.2 0.2

ey | 0.313 0.024 0.015 0.01 0.005 0.001

n 493 668 3014 5512 8505 15022
1.0% 1.5%

brak zbieznosci | brak zbieznosci
Pf 020 |1.0-10720.97-1073{0.98-107* 0.97-107° 0.93-10°¢

TABLICA 7.2. Ocena efektywnosci metody wzajemnej entropii w przypadku silnie nieliniowej
funkcji granicznej z ujemng krzywizng.

cja graniczna (7.22) staje sie silnie nieliniowa:

Go = iiln [@(—U)] /A +C, (7.23)

gdzie U;, © = 1,...,k sa zmiennymi losowymi o standardowym rozktadzie normalnym. Obli-
czenia w przyktadzie wykonano dla A = 1 oraz k = 20. Wartosci parametru C' przedstawiono
w tablicy 7.2.

Kiedy we wzorze (7.23) wystepuje odejmowanie, powierzchnia graniczna ma silnie ujemna
krzywizne. W takim przypadku, jak pokazuja wyniki w tablicy 7.2, ilos¢ symulacji, koniecznych
do otrzymania estymatora o zadanej doktadnosci, zwigksza si¢ wraz z wartoscia parametru
C. Dzieje sie tak z dwéch powoddéw. Po pierwsze zwigksza sie odlegtos¢ obszaru awarii od
Srodka uktadu wspétrzednych, ktéry jest punktem startowym algorytmu. Druga z przyczyn jest
zmniejszanie sie obszaru awarii wraz z rosnaca krzywizna, w wyniku czego coraz mniejsza cze$¢
wykonywanych symulacji "wpada" do istotnego dla oszacowania obszaru. Podane w tablicy
7.2 liczby symulacji, jakie wykonano dla uzyskania oszacowania o wymaganej doktadnosci sa
duze. Jednak biorac pod uwage, ze omawiana metoda nie wymaga dodatkowego algorytmu
poszukiwania punktu projektowego, mozna rozwazy¢ jej zastosowanie dla probleméw tego
typu.

Jezeli we wzorze (7.23) wystepuje suma, to obszar awarii ma krzywizne dodatnia. W takim
przypadku istotna czes¢ gestosci prawdopodobieristwa w obszarze awarii znajduje sie z dala od
punktu projektowego. W zadaniach tego typu metoda importance sampling nie jest efektywna,
jezeli préba losowa jest generowana z jednomodowego rozktadu prawdopodobieristwa. Wyniki
symulacji przedstawione w 7.3 pokazuja, ze tak jest rdwniez w tym przypadku. Uzyskane
oszacowania wymagaty bardzo duzej liczby symulacji, a dla duzych C' algorytm praktycznie
nie byt zbiezny. Ponadto uzyskane oszacowania prawdopodobierstwa awarii wraz z rosnacym C'
stawaty sie coraz bardziej obciazone. Mozna stwierdzié, ze w przypadku powierzchni granicznej
z dodatnia krzywizna testowana metoda nie powinna by¢ stosowana.

Przykiad 7.3: Funkcja graniczna z "szumem". W tym przyktadzie wykorzystano
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C 25.90 31.856 36.720 41.050 45.067

Py 107! 102 1073 1074 107°

15} 1.282 2.328 3.093 3.722 4.268

p 0.5 0.4 0.3 0.3 0.2

by 0.398 0.0316 0.0562 0.0562 0.0421

n 1106.27 1407.58 8020.14 13921.73 28240.91
4.0% 13.3% 63.33%

brak zbieznosci | brak zbieznosci | brak zbiezno$ci
pf 0.971-1071 | 0.963 - 1072 0.907 - 1073 0.840 - 1074 0.736 - 10~°

TABLICA 7.3. Ocena efektywnosci metody wzajemnej entropii dla silnie nieliniowej funkcji
granicznej z dodatnia krzywizna.

funkcje graniczna nastepujacej postaci:

6
g3 = X1 +2X5+2X5+ X, — 5X5 — 5Xg + 0.001 Z sin(100Xj;) , (7.24)
i=1
gdzie wszystkie zmienne losowe sa niezalezne i maja rozktad logarytmiczno-normalny. Zmien-
ne X1, X5, X3, X4 maja wartosci oczekiwane réwne 120.0 i odchylenia standardowe 12.0.
Zmienna X5 ma wartos¢ oczekiwana 50.0 i odchylenie standardowe 15.0, a zmienna Xj
wartos$¢ oczekiwana 40.0 i odchylenie standardowe 12.0. Prawdopodobieistwo obszaru awarii
okreslonego funkcja graniczna gs wynosi Py = 1.23 - 1072

Ostatni czton wyrazenia (7.24) wprowadza do funkcji granicznej mate zaburzenie, ktére
okresla sie jako szum. Powierzchnia awarii okreslona przez funkcje graniczna tego typu jest
bardzo nieregularna, a metody gradientowe FORM/SORM maja w tym przypadku proble-
my z poprawnym oszacowaniem prawdopodobiefistwa awarii. Tak wigc, adaptacyjne metody
symulacyjne stanowia podstawowa klase algorytmdw stuzacych do rozwiazywania zadan z za-
szumiona funkcja graniczna. W praktyce szum wystepuje bardzo czesto, jego przyczyna moze
by¢ nie tylko natura rozwiazywanego zagadnienia, ale réwniez btedy generowane przez proce-
dury numeryczne, ktére sa wykorzystywane do wyznaczania wartosci funkcji graniczne;j.

W tym przyktadzie obliczenia wykonano przy nastepujacych wartosciach parametréw algo-
rytmu: p = 0.4 i é, = 0.398. Srednia liczba symulacji koniecznych do uzyskania oszacowania
0 10% wspdétczynniku zmiennosci wyniosta 710, z ktérych przecietnie 564 byto wykorzystywa-
nych do koricowego oszacowania prawdopodobieristwa awarii. Srednia wartoé¢ oszacowanego
prawdopodobieristwa awarii to Py = 1.21 - 1072

llos¢ symulacji wymaganych do koncowego oszacowania prawdopodobieristwa awarii jest
poréwnywalna z liczba 500, ktéra jest podawana w pracy [34]. Natomiast konieczno$¢ wyko-
nania ok. 150 symulacji, w celu oszacowania wartosci oczekiwanych, jest akceptowalna.

Przyklad 7.4: Efektywnos$¢ w przypadku oceny niezawodnosci systeméw awa-
rii. Oszacowanie prawdopodobieristwa awarii rzeczywistych konstrukcji czesto wymaga zasto-
sowania analizy niezawodnos$ci systemdéw. Dlatego tez istotne jest, aby adaptacyjne metody
symulacyjne pozwalaty na efektywne oszacowanie prawdopodobieristwa sum i cze$ci wspdlnych
elementowych obszaréw awarii (por. 6.3).
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W omawianym przyktadzie obszar awarii systemu szeregowego (6.4) jest suma obszaréw
awarii okreslonych przez nastepujace funkcje graniczne:
gn = X1 +2X3+2X4+ X5 —5X —5X7,

J42 = X1 + 2X2 + X4 + X5 - 5X6 s (725)
gz = Xo+2X3+ Xy —5X7,
gdzie wszystkie zmienne losowe sa niezalezne. Zmienne Xi,...,X5 maja rozkiad

logarytmiczno-normalny o wartosci oczekiwanej 120.0 i odchyleniu standardowym 12.0, X§g
ma rozktad Gumbela z wartoscia oczekiwana 20.0 i odchyleniem standardowym 6.0, a X7 ma
rozktad Gumbela z wartoscia oczekiwana 25.0 i odchyleniem standardowym 7.5. Oszacowane
za pomoca klasycznej metody Monte Carlo prawdopodobienstwo awarii omawianego syste-
mu wynosi P; = 2 - 1072 Do rozwiazania tego problemu wykorzystano algorytm wzajemnej
entropii z parametrami p = 0.4 i é, = 0.398. Do obliczen przyjeto funkcje awarii systemu
postaci

g4 = min(gus, gaz, gu3) - (7.26)

Uzyskanie oszacowania o zadanej doktadnosci wymagato $rednio 1050 symulacji, z ktdrych
przecigtnie 886 byto koniecznych do oszacowania prawdopodobienstwa awarii. Jego Srednia
warto$¢ wyniosta Pf = 0.019. Nalezy jednak podkresli¢, ze omawiany algorytm wykorzystuje
do oszacowania prawdopodobieristwa awarii prébe losowa z rozktadu jednomodowego. Obszary
awarii systemow szeregowych maja zazwyczaj wielokrotne punkty projektowe; mamy wiec do
czynienia z sytuacja podobna, jak dla nieliniowej funkcji z dodatnia krzywizna (przyktad 7.2).
W takim przypadku bardziej efektywne jest wykorzystanie préby losowej z mieszanego rozktadu
prawdopodobienstwa.
System réwnolegty analizowany w tym przyktadzie jest okre$lony za pomoca nastepujacych

funkcji granicznych:

gs1 = 2.677—-U; —U,,

g2 = 2.500 —U; —Us, (7.27)

g3 = 2.323-Us—Uy,,

gsa = 2.250 —-Uy —Us ,
gdzie U;, i = 1,...,5 sa standardowymi zmiennymi normalnymi. Podana w pracy [34] doktad-
na warto$¢ prawdopodobiedstwa awarii systemu (7.27) wynosi P; = 2.087 - 10~%.

Parametry algorytmu wykorzystanego w tym przypadku miaty wartosci p = 0.2 i é, = 0.2.
Srednia oszacowana wartoé¢ prawdopodobieristwa awarii wyniosta 2.11 - 107*, a osiagniecie
zadanej zmienno$ci estymatora wymagato $rednio 2818 symulacji. Biorac pod uwage postac
obszaru awarii, liczbe zmiennych losowych oraz wielko$¢ prawdopodobienstwa awarii nalezy
stwierdzi¢, ze jest to duza liczba. Przyczyny braku efektywnosci w tym przyktadzie nalezy
upatrywaé w postaci systemowej funkcji granicznej, jaka zostata wykorzystana do obliczen:

g5 = max(gs1, gs2, J53, J4) - (7.28)

W przypadku takiej nieregularnej funkgji granicznej trudno jest uzyskaé wystarczajaco doktad-
ne oszacowanie parametréw rozktadu, z ktérego generuje sie kolejne préby losowe.
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Podsumowujac wyniki uzyskane w powyzszych przykiadach mozna stwierdzi¢, ze ist-
niejg, problemy, w ktorych prezentowany algorytm oparty na metodzie wzajemnej entropii
moze by¢ efektywnie stosowany. Sg to zagadnienia, gdzie prawdopodobienistwo w obsza-
rze awarii jest skupione w poblizu jednego punktu. Istotne jest, ze omawiany algorytm
moze by¢ stosowany w przypadku funkcji granicznych z szumem. Niestety omawiana me-
toda nie powinna by¢ stosowana, gdy obszar awarii ma wielokrotne punkty projektowe.
Niezadowalajaca efektywnosé uzyskano rowniez w przypadku systemu réownoleglego.






ROZDZIAL

Analiza niezawodnosci za pomoca metod
wykorzystujacych taicuchy Markowa

8.1. Markov chain Monte Carlo (MCMCQ)

W tym rozdziale oméwione zostang algorytmy, ktére umozliwiajg otrzymanie proby
losowej o rozktadzie prawdopodobienistwa bliskim danemu rozktadowi F bez koniecznosci
bezposredniej symulacji z tego rozkltadu (np. poprzez zastosowanie transformacji (2.23)
do préby losowej z rozktadu jednorodnego na przedziale [0, 1]). Metody te, nazywane w
literaturze anglojezycznej Markov chain Monte Carlo (MCMC), wykorzystuja, ergodyczny
taricuch Markowa z rozkladem stacjonarnym JF.

Zaczynajac od przyjetego stanu x(*) generuje sie taicuch Markowa X® ¢ =0,1,...,
z jadrem przejécia, ktorego rozktadem stacjonarnym jest F, nazywany rowniez rozktadem
celu. W ten sposéb zapewniona jest zbieznosé ciggu X, wedlug prawdopodobienstwa,
do zmiennej losowej o rozkiladzie F. Jezeli taricuch Markowa jest ergodyczny, to wplyw
rozkladu stanu poczatkowego na elementy préby losowej maleje wraz z wartoscig, indeksu
t. Mozna wiec przyjaé, ze dla dostatecznie duzego t, préba losowa X () X(to+1) "~ g
rozktad prawdopodobienistwa bliski rozktadowi celu. Tak otrzymana préba losowa moze
by¢ wykorzystana do oszacowania wartosci oczekiwanych wzgledem rozktadu F.

Dodatnia korelacja migdzy elementami préby losowej otrzymanej za pomocg MCMC
jest chyba najwieksza wadg tej metody. Wewnetrzna korelacja silnie zmniejsza efektyw-
no$¢ estymatorow. Otrzymanie oszacowania o podobnym wspdélczynniku zmiennosci wy-
maga znacznie wigkszej liczby symulacji w przypadku metod MCMC niz w przypadku
metod wykorzystujacych probe o niezaleznych elementach, jak np. importance sampling.
Stosowanie metod MCMC jest jednak uzasadnione mozliwoscia ich do$é tatwego zastoso-
wania w szerokiej klasie probleméw. Dotyczy to zwlaszcza zagadnien, ktore sg trudne do
rozwigzania za pomocg importance sampling.

127
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8.2. Wybrane informacje o taiicuchach Markowa

Ponizej zostang przedstawione wybrane informacje o tanicuchach Markowa, ktére dalej
bedg przydatne do wprowadzenia metod MCMC.

Lanicuchy Markowa sg przyktadem proceséw losowych (por. roz. 4) okreslonych na pa-
rametrze czasu, ktéry jest zbiorem przeliczalnym. Laricuch Markowa jest wiec sekwencja,

zmiennych losowych X, ¢t =0,1,2,... , spelniajacych warunek:

P (X(Hl) € A[x(o), xM x® ,x(t)) =P (X(tH) € A|X(t)) , (8.1)
gdzie A jest zdarzeniem losowym, a x® ¢t = 0,1,2,..., sg realizacjami X®, t =
0,1,2,.... Wlasnosé¢ (8.1) jest czesto wyrazana pogladowo nastepujacymi stowami: przy-

szto$¢ nie zalezy od przesztosci, gdy znana jest terainiejszosé.

Jednym ze sposobéw definiowania tancuchéw Markowa jest okreslenie tzw. prawdopo-
dobienstwa przejscia miedzy jego stanami. Jezeli zmienne losowe tworzgce taricuch Mar-
kowa sg ciagle, to wygodnie jest wykorzysta¢ w tym celu tzw. jadro przejscia K (ang.
transition kernel), bedace gestoscia warunkowego rozktadu prawdopodobieristwa kolejne-
go stanu procesu pod warunkiem aktualnego stanu procesu:

p (X(t+1) c A|x(t)) = / K (x(t),x(t“)) dx+) (8.2)
A

Méwimy, ze rozklad prawdopodobienistwa F, o gestosci f, jest niezmienniczy wzgledem
jadra przejécia K i zwigzanego z nim tanicucha Markowa, jezeli spelniony jest nastg¢pujacy
warunek

1wy = [ [ Koxy)siaxdy . (83

Rozklad niezmienniczy moze byé¢ réwniez postrzegany jako rozklad stacjonarny. Jezeli
bowiem F jest rozkladem niezmienniczym oraz X® ~ F. to X#" ~ F dla dowolne-
go n. Rozklad prawdopodobienistwa stanéw tancucha Markowa jest wiec niezalezny od
parametru ¢, co oznacza, ze tancuch jest scisle stacjonarny. Zwréémy uwage, ze tak zde-
finiowane pojecie stacjonarno$ci ma nieco wezszy sens niz pojecie stabej stacjonarnosci
(4.7) okreslonej dla pdl losowych (por. [110]).

Przyjmujac oznaczenie K'(x, A) dla jadra jednego przejécia taicucha Markowa, jadro
dla n przej$¢ mozna zdefiniowaé za pomoca, wzoru:

K"(x,A) = [ K" '(x,y)K(y, A)dy. (8.4)
Rn
Rozklad prawdopodobienistwa X okregla si¢ jako rozktad poczatkowy taricucha Markowa.
Za pomocy jadra n-przej$é¢ (8.4) mozna zdefiniowaé¢ warunkowy rozktad prawdopodo-
0)

bietistwa X pod warunkiem X(© = x(

P(X™ ¢ Ax©) = K"(x©]A) . (8.5)
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Rozklad niezmienniczy F jest rozktadem réwnowagi (ang. equilibrium distribution lub li-
miting distribution) taricucha Markowa, jezeli dla prawie kazdego x(*) zachodzi zbieznog¢:

Tim K"(x, A) = Pr(A), (8.6)
gdzie Pr(A) jest prawdopodobieristwem zdarzenia A okreslonym przez rozktad F.

Méwimy, ze Laricuch Markowa z rozkladem niezmienniczym F jest nieskracalny (ang.
irreducible), jezeli dla dowolnego stanu poczatkowego istnieje wieksze od zera prawdopo-
dobienstwo wejscia procesu do dowolnego zbioru, ktérego prawdopodobienistwo okreslone
przez rozklad F jest niezerowe.

Laricuch Markowa okredla sie jako okresowy (ang. periodic), jezeli istnieja obszary w
przestrzeni stanow, do ktorych proces ten moze wchodzi¢ jedynie w regularnych odstepach
czasu. W przeciwnym przypadku tanicuch jest nieokresowy (ang. aperiodic).

Jezeli F jest rozkladem niezmienniczym nieokresowego i nieskracalnego taricucha Mar-
kowa, to F jest jednoznacznie okreslonym rozkladem niezmienniczym tego procesu oraz
jest jego rozkladem réwnowagi (dowdd tego twierdzenia zamieszczono w [121]).

Najbardziej istotna konsekwencjg zbieznodci (8.6) dla zastosowania w metodach sy-
mulacyjnych jest zbieznos¢ sredniej + " g(X™) do wartodci oczekiwanej Ex[g(X)],
gdzie g jest funkcjg rzeczywisty, dla ktérej istnieje powyzsza wartos¢ oczekiwana. Wa-
runki jakie sa konieczne, aby tanicuch Markowa byt ergodyczny, a wiec aby mozliwe byto
oszacowanie wartosci oczekiwanej na podstawie jego realizacji, zostang omoéwione szcze-
gétowo dla algorytmu Metropolis-Hastings (por. 8.3)

Uzupelnieniem pojecia ergodycznosci, ktére w przypadku tancuchéw Markowa jest
traktowane jako uogélnienie prawa wielkich liczb, jest wprowadzenie centralnych twier-
dzeri granicznych okreslajacych rozklad wartosci $rednich funkcji realizacji. Aby podaé
jedno z twierdzen granicznych konieczne jest jeszcze zdefiniowanie pewnej waznej wlasno-
sci tanicuchéw Markowa.

Laricuch Markowa X®) jest okreglany jako odwracalny, jezeli rozklad prawdopodo-
t4+2) — x(4+2) jest identyczny, jak rozklad X1 pod
warunkiem X® = x®)_ Zobaczymy, ze wlasnos¢ ta jest naturalng cechg proceséw genero-

bietistwa XY pod warunkiem X(

wanych przez algorytm Metropolis-Hastings (por. 8.3).
Jezeli tanicuch Markowa jest nieskracalny, nieokresowy, odwracalny oraz spelniony jest
nastepujacy warunek:

0< ’ys = Var (g(X(O))) + Qi Cov [g(X(O)),g(X(k))} < 400, (8.7)
to
=2 (oK)~ Er [g(X)]) ~ N (0.59). 85)

gdzie ~» oznacza zbiezno$é¢ wedtug dystrybuant. Dowodd tego twierdzenia mozna znalezé
w pracach [121, 96].
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Metody MCMC opierajg si¢ na wykorzystaniu jadra przejscia o rozktadzie granicz-
nym, z ktorego jest pozadana préba losowa. Przy czym dobierajac odpowiednie jadro
przejscia korzysta si¢ z faktu, ze rozktad stacjonarny jest réwniez rozkladem granicznym.

8.3. Algorytm Metropolis-Hastings (M-H)

Podstawowym przyktadem metod MCMC jest algorytm Metropolis-Hastings (M-H).
Jak wspomniano wynikiem dzialania algorytméw tego typu jest realizacja tanicucha Mar-
kowa, ktérego rozkladem stacjonarnym jest rozktad celu. Realizacja algorytmu M-H pole-
ga na generowaniu elementow z tzw. rozkladu pomocniczego, a nastgpnie dotaczaniu ich do
realizacji faiicucha na podstawie kryterium zwigzanego z rozktadem celu. Wykorzystanie
rozktadu pomocniczego jest jedng z cech decydujacych o atrakcyjnosci algorytmu M-H.
Jako rozklad pomocniczy mozna bowiem przyjac¢ rozklad, z ktérego tatwo otrzymac re-
alizacje, a wigec uprosci¢ rozwigzanie zadania - przynajmniej w zakresie generowania liczb
losowych. Omawiana metoda réwniez pozwala na otrzymanie préby losowej z rozkladow
spemiajacych bardzo stabe wymagania dotyczace regularnosci funkcji gestosci prawdopo-
dobienstwa. Algorytm ten mozna wiec stosowaé w szerokiej klasie zagadnieri. Ponadto,
dla zastosowania w analizie niezawodnosci istotne jest to, ze gestosé prawdopodobieristwa
rozkladu celu moze by¢ znana jedynie z dokladnoscig do stalej normalizujace;j.

Jednym z istotnych zagadnien teorii proceséw Markowa jest badanie istnienia rozkia-
déw niezmienniczych taricuchéw okreslonych przez dane jadro przejscia. W teorii algo-
rytméw MCMC rozwigzuje sie problem odwrotny: poszukuje sie jadra przejscia, ktorego
rozkladem niezmienniczym jest rozklad celu.

Algorytm M-H wykorzystuje jadro przej$cia nastepujacej postaci:

K(x,y) =p(x,y) +7(x)d(y) , (8.9)
gdzie p(x,x) = 0, 0, jest masg Diraca w x oraz
r(x) =1 —/ p(x,y)dy (8.10)

jest prawdopodobienistwem pozostania tancucha punkcie x. Poniewaz mozliwe jest, ze
r(x) # 0, to calka p(x,y) po y nie musi by¢ réwna 1. Jezeli funkcja p(x,y) spemia
warunek odwracalnosci (ang. reversibility condition):

fx)p(x,y) = f(y)p(y,x), (8.11)

to f jest niezmiennicza gestos$cig prawdopodobienistwa jadra K zdefiniowanego wzorem
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8.9 [121]. Twierdzenie to mozna wykazaé¢ za pomoca, ponizszych przeksztalceri:

/H/ny dxdyz/n/p(X,y) dxdy+/n/ (x)dxdy
/n/ p(x,y)f dydx+/A (x) f(x)dx
= | [ sty xsiayax+ [ reosxax

= [=ron sy + [ rerixax

/ fly (8.12)

Warunek odwracalnosci (8.11) interpretuje sie jako wymaganie, aby gestos¢é prawdopo-
dobieristwa przejscia z x, otrzymanego z rozkltadu f, do y (lewa strona réwnania (8.11))
byla réwna gestosci prawdopodobienistwa przejscia z y, otrzymanego z rozktadu prawdo-
podobienistwa f, do x.

Podstawg dziatania algorytmu M-H jest okreslenie funkcji p, ktéra spelnia warunek
odwracalnosci dla danego rozkladu celu. Rozwigzanie tego zadania rozpoczyna si¢ od
przyjecia rozktadu pomocniczego, z ktérego generowane sg propozycje kolejnych stanéw
laricucha. Poniewaz préba losowa otrzymana poprzez algorytm MCMC jest tanicuchem
Markowa, to rozklad pomocniczy w ogdélnosci moze zaleze¢ od biezacego stanu procesu.
Gestosé tego rozkladu oznaczmy przez q(y|x), zachodzi oczywiscie [p. q(y|x)dx = 1.
Jezeli gestodé ¢ spelia warunek odwracalnosci (8.11) dla wszystkich x 1y, to za funkcje
p mozna przyjaé gestosé q. Zazwyczaj jednak tak nie jest. Na przyktad, dla pewnych x,
y moze zachodzi¢ nieréwnosc¢:

q(y[x)f(x) > q(x|y) f(y), (8.13)

co oznacza, ze tancuch przechodzi ze stanu x do stanu y zbyt czesto, a ze stanu y do
stanu x zbyt rzadko. Zauwazmy, ze "réwnowage" procesu mozna przywréci¢ zmniejszajac
liczbe przejé¢ z x do y poprzez wprowadzenie prawdopodobieristwa wykonania przejscia
p(x,y) <1 [52]. Mozna wiec zaproponowaé funkcje p nastepujacej postaci:

pur(X,y) = q(y[x)p(x,y) - (8.14)

Poniewaz zada sie, aby funkcja py; g speliata szczegétowy warunek réwnowagi, to powin-
na zachodzi¢ réwnos¢:

a(yx)p(x,y)f(x) = q(x|y)p(y. x) f(y)- (8.15)
Zalézmy, ze g spelia (8.13) wigc liczba przej$¢ z y do x jest zbyt mala. Sensow-
nym jest zatem przyjecie p(y,x) réwnego 1, gdyz nie zmniejsza ono liczby przejsé ze
stanu y do x. Po uwzglednieniu takiego zalozenia, réwnanie (8.15) przyjmuje postaé
q(y|x)p(x,y)f(x) = q(x]y)f(y), ktéra pozwala okresli¢ prawdopodobienstwa wykonania
przejscia z x do y:

q(x[y)f(y)

p(x,y) = R Fx)” (8.16)
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Oczywiscie jezeli ma miejsce sytuacja odwrotna do (8.13), to przyjmujemy p(x,y) réwne
1 i odpowiednie p(y,x). A wiec, wprowadzajac prawdopodobienistwa p(x,y) i p(y,x),
ktére "réwnowaza" wyrazenie (8.15) zapewnia sie, ze funkcja (8.14) spelia szczegétowy
warunek rownowagi. Podsumowujac: funkcja py; g spehia szczegétowy warunek réwnowa-
gi, jezeli dla danej gestosdci pomocniczej prawdopodobienstwo przejécia jest nastepujacej
postaci:

| f(y)ax]y) e fla(vln ‘
Io(x, y) — mln{f(x)q(y|x)71} ) 1 f( )Q(Y| ) 7£ 0 )

1, W p.p. -

(8.17)

Prawdopodobieristwo, ze proces zdefiniowany przez algorytm M-H pozostanie w stanie x
mozna teraz wyrazié¢ jako

1) =1 [ alylx)ptxy)dy, (818)

Ostatecznie jadro przejscia algorytmu M-H jest postaci:

n

Kuu(x,y) = p(x,y)q(ylx) + (1 —/ q(y|x)p(x, y)) 62(¥) (8.19)

ktéra jest szczegdlnym przypadkiem (8.9). Gestosé prawdopodobienistwa, w przypadku
ktérej zdefiniowano pyrg tak, aby spetniata dla niej szczegétowy warunek rownowagi, jest
niezmiennicza, gestoscia prawdopodobienstwa jadra Ky g .
Jako podsumowanie powyzszych rozwazan przedstawimy schemat implementacji al-
gorytmu M-H. Realizacja algorytmu sklada si¢ z nastepujacych krokéw:
1. Przyjaé¢ punkt startowy x©.
2. Powtarzaé dla sekwencji t =1,2,...,n:
e Wygenerowaé¢ Y® ~ ¢(y|x®) oraz u ~ U(0,1).
e Przyjac

X(t+1) _ { Y(t), Jezeh u < p(x(t)yY(t));

8.20
x®, wp.p.. (8.20)

3. Wynikiem dzialania algorytmu jest nastepujaca realizacja lancucha Markowa
{(xM x@ . x0

Zauwazmy, ze ostateczna postaé¢ algorytmu zalezy od zastosowanego pomocniczego
rozktadu prawdopodobienistwa. Sposoby doboru tego rozkladu zostang przedstawione w
kolejnym podrozdziale.

Istotng cechg realizacji tanicucha Markowa, bedacej wynikiem dziatania algorytmu M-
H, jest powtarzanie si¢ stanéw procesu, a wigc wystepowanie zdarzen {X(+) = X®1},
Co ciekawe wlasnosé ta jest warunkiem dostatecznym, aby tanicuchy Markowa generowane
przez algorytm M-H byty nieokresowe [96]. Prawdopodobieristwo powtérzenia stanu jest
niezerowe, kiedy

P [F(XO)q(YOIX®) < F(YD)q(XOYO)] < 1. (8.21)
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Tak wiec, jezeli rozktad pomocniczy spehia warunek (8.21), to taricuch Markowa powstaly
w wyniku dzialania algorytmu M-H jest nieokresowy.

Warunkiem dostatecznym, aby tanicuch generowany przez algorytm M-H byt nieskra-
calny, jest mozliwos¢ osiagnigcia przez proces dowolnego zbioru zawartego w o-algebrze
&, w jednym kroku:

Vixyeexe  a(ylx) > 0. (8.22)

Warunek (8.22) wydaje sie by¢ dosé restrykeyjny, jednak okazuje sie, ze w praktyce moze
by¢ dosé tatwo speliony; warunek (8.22) jest speliony, jezeli jako rozktad pomocniczy
zostanie wykorzystany rozktad normalny, co jest do$¢ czesty praktyks.

Nieco mniej restrykcyjny warunek, ktérego spetienie zapewnia nieskracalno$é i nie-
okresowos¢, zostal zaproponowany w pracy [97]. Lanicuch generowany przez algorytm M-H
jest nieskracalny i nieokresowy, jezeli pomocniczy rozktad prawdopodobienstwa przypisuje
punktom potozonym w sasiedztwie aktualnego stanu procesu dodatnie prawdopodobien-
stwo, to znaczy istniejg dodatnie liczby € i § takie, ze:

q(y|x) >€  jezeli x —y|<9¢. (8.23)

Jak widzimy rozklad ¢ w (8.23) zapewnia mozliwos$¢ przejscia taricucha do punktu poto-
zonego w otoczeniu x) o promieniu ograniczonym z dotu. Jezeli ponadto rozklad F jest
taki, ze p(x®, y) jest dodatnie w tym otoczeniu, to kazdy podzbiér o-algebry £ moze by¢
osiggniety przez taricuch Markowa w odpowiednio duzej liczbie krokéw. Omawiane twier-
dzenie daje podstawy do zastosowania np. rozkladu jednorodnego okreslonego wewnatrz
wielowymiarowej sfery jako rozktadu pomocniczego.

Poniewaz nieskracalno$é¢ i nieokresowos$é¢ sa warunkami dostatecznymi, aby rozklad
niezmienniczy byl rozkladem réwnowagi tanicucha Markowa (por. 8.2), to (8.21) i (8.22)
lub (8.22) sa warunkami dostatecznymi dla zbieznosci jadra n przej$é algorytmu M-H
do rozkladu niezmienniczego F. Méwigc precyzyjniej zachodzi tzw. zbieznosé¢ wzgledem
normy catkowitej zmiennosci (ang. total variation norm):

~0 (8.24)

i | [ K, () — P(21) -

n—0o0

gdzie p jest gestoscig dowolnego rozkitadu poczatkowego, a K}, jest jadrem algorytmu
M-H dla n przej$¢. Norme wystepujacg we wzorze (8.24) okresla sie jako |Pg, (A) —
Pg,(A)|ry = supy |Pg,(A) — Pg,(A)|, gdzie Pg, (A), Pg,(A) sa prawdopodobienstwami
zdarzenia A okreslonymi przez rozktady G; oraz Gs.

Podstawowym estymatorem wartosci oczekiwanej wykorzystujacym realizacje taricu-
cha generowanego przez algorytm M-H jest srednia wartosci funkcji realizacji:

1 n
Gn = X®) . 8.25
= ;M ) (8.25)

Jezeli spelnione sg warunki dostateczne: generowany laricuch jest nieokresowy i nieskra-
calny a dla funkcji g zachodzi (8.7), to rozklad estymatora (8.25) dazy do rozkladu
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normalnego okreslonego przez (8.8). Ostatni, dostateczny warunek istnienia granicy (8.8)
- odwracalno$é¢ tancucha - jest wlasnoscig wszystkich proceséw generowanych przez algo-
rytmu M-H.

Poczatkowe elementy realizacji taricucha (indeksy ¢ = 0, ... ¢ty — 1, tzw. ang. burn in
period) zostaly pominiete w oszacowaniu (8.25), gdyz uwaza sie ich rozklad prawdopo-
dobieristwa jest obcigzony wplywem przyjecia dowolnego punktu startowego x(9. Jest to
typowa praktyka stosowana w przypadku metod MCMC.

8.4. Rodzaje algorytmu Metropolis-Hastings

Jedng z cech decydujacych o atrakcyjnosci algorytmu M-H jest wykorzystanie roz-
ktadu pomocniczego do generowania proby losowej z rozkladu celu. Jak wspomniano
zbieznos$é algorytmu jest zapewniona dla dosé szerokiej klasy rozktadéw pomocniczych.
Jednak z praktycznego punktu widzenia sens ma jedynie stosowanie rozktadéw zapewnia-
jacych, ze odpowiednio duza czgé¢ realizacji tancucha Markowa znajdzie sie¢ w obszarze,
gdzie jest skupiona masa prawdopodobienistwa rozktadu celu. Dobér wlasciwego dla dane-
go problemu rozkladu pomocniczego ma decydujacy wpltyw na efektywnos$é otrzymanego
oszacowania.

Ponizej zostang, przedstawione podstawowe sposoby doboru rozktadu pomocniczego.
Ze wzgledu na tatwosé tworzenia podejs¢ hybrydowych, bardzo trudne jest stworzenie
klasyfikacji metod doboru rozktadu pomocniczego. Réznorodnosé tych metod chyba naj-
pehiej, jak dotad, zostata przedstawiona w [68].

8.4.1. Przypadkowe bladzenie

Naturalne podejscie do realizacji algorytmu M-H opiera si¢ na zastosowaniu rozkta-
du pomocniczego, ktéry jest zalezny od aktualnego stanu procesu. Bardzo popularna, a
zarazem prosta realizacja tej metody polega na generowaniu propozycji kolejnego stanu
laricucha Y® 7z rozkladu nastepujacej postaci:

YO = X0 4 o0 (8.26)

gdzie e jest zaburzeniem losowym z rozkladem niezaleznym od X;. W tym przypadku
gestosé rozkladu pomocniczego mozna przedstawié jako

q(ylx) = o:(y — x), (8.27)

gdzie o, jest gestoscig prawdopodobienstwa zaburzenia €. Laricuch Markowa zwigzany z
tak zdefiniowanym rozkladem pomocniczym okresla sie jako przypadkowe bladzenie (ang.
random walk).

Najczesciej stosowane w praktyce rozklady zaburzenia e to rozklad normalny oraz
rozktad jednorodny, okreslony w kuli ze srodkiem w poczatku uktadu wspétrzednych. Wy-
korzystanie takich rozkladéw prawdopodobieristwa zapewnia spemienie warunku (8.23),
ktéry wystarcza aby istnial rozktad réwnowagi a proces byl ergodyczny.
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Zastosowanie symetrycznego rozktadu g, (tzn. o.(x) = o,(—x)) prowadzi do tzw. algo-
rytmu Metroplisa [79], ktory, zaproponowany w latach 50-tych XX wieku, byt historycznie
pierwszym algorytmem MCMC. W tym przypadku prawdopodobieristwo przejsécia (8.17)
upraszcza si¢ do postaci

p(x,y) = min {% 1} . (8.28)

8.4.2. Lancuch niezalezny

Omawiana implementacja algorytmu M-H jest przeciwieristwem przypadkowego blg-
dzenia w tym sensie, ze propozycja kolejnego stanu procesu Y® jest generowana z roz-
kladu, ktéry jest niezalezny od stanéw procesu:

a(ylx) = oi(y) - (8.29)

Podejscie jest okrelane jako faricuch niezalezny (ang. independence chain [121]).
W przypadku rozwazanej implementacji prawdopodobieristwo przejécia (8.17) jest na-
stepujacej postaci:

_ in J f)ai(x)
plx) = {f<x>gi<y>’1}‘ (8.30)

Warto zauwazy¢, ze chociaz propozycije kolejnych stanéw procesu Y sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi, to zaleznos¢ prawdopodobienstwa przejscia od stanéw tancucha
X® wprowadza koralacje miedzy kolejnymi elementami generowanej préby losowej.

Zbieznos¢ tak zdefiniowanego algorytmu M-H zalezy od wilasnosci rozktadu pomocni-
czego. Jezeli gestosé p; spelnia warunek (8.22) to algorytm ten jest zbiezny.

Efektywnosé omawianej odmiany algorytmu M-H, podobnie jak w metodzie impor-
tance sampling, zalezy od doboru odpowiedniej dla danego zagadnienia gestosci prawdo-
podobieristwa g;. W pracy [78] wykazano, ze jezeli istnieje stala M, taka ze

f(x) < Moi(x),  xé€suppf, (8.31)

to taicuch generowany przez niezalezny algorytm M-H jest jednostajnie ergodyczny (ang.
uniformly ergodic), a wiec zachodzi

I 4) — Po(A)lpy <2 (1= ) (332

Wyrazenie suppf we wzorze 8.31 oznacza dziedzine gestosci prawdopodobieristwa rozkta-
du celu F. Jak widzimy speienie warunku jednostajnej ergodycznosci zapewnia szybka,
zbieznoéé rozkladu X® do rozkladu réwnowagi, a tym samym zapewnia efektywne uzy-
skanie oszacowania wartosci oczekiwanej.
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8.5. Efektywna implementacja algorytmu Metropolis-Hastings

Algorytm M-H jest zbiezny, jezeli rozklad pomocniczy spelnia, przedstawione w pod-
rozdziale 8.3, niezbyt restrykcyjne warunki. Niestety o ile dos¢ latwo jest zapewni¢ samay,
zbieznosé, to doboér rozktadu pomocniczego pozwalajacego uzyskaé zadowalajacg szybkosé
zbieznosci (np. 8.32) moze okazaé sie trudnym problemem.

Praktyczne zastosowanie algorytmu M-H wymusza zastosowanie rozkladu pomocni-
czego, 7 ktorego jest tatwo generowac liczby losowe. Dlatego tez najczesciej stosowane sg,
rozktad normalny i rozklad jednorodny. Efektywne wykorzystanie tych rozktadéow wymaga
ostroznego doboru ich parametréw. Ponizej przedstawione zostang zagadnienia zwigza-
ne z doborem parametrow rozkiadu pomocniczego w przypadku tancucha niezaleznego i
przypadkowego bladzenia.

8.5.1. Ocena efektywnosci algorytmu Metropolis-Hastings

Poréwnanie efektywnosci algorytméw typu M-H wymaga okreslenia odpowiedniego
kryterium. W tym celu wprowadza sie tzw. catkowily czas autokorelacji (ang. integrated
autocorrelation time), ktéry dla catkowalnej z kwadratem funkeji g definiuje sie jako

Ty =142 i Corr (g(X©), g(X1)), (8.33)

i=1

gdzie zaklada sie, ze X(© ma rozklad réwnowagi generowanego lancucha. Jezeli dla esty-
matora (8.25) wartodci oczekiwanej g zachodzi centralne twierdzenie graniczne (8.8), to
jego wariancje mozna oszacowaé za pomocy catkowitego czasu autokorelacji:

Var(gy) = Var <% Zg(X("))) R~ %Var (9(X)). (8.34)

Na podstawie tej zaleznosci efektywnosé oszacowania g okresla sie jako iloraz wariancji
estymatora klasycznej metody Monte Carlo (2.41), uzyskanego z préby losowej o nieza-
leznych elementach, i estymatora korzystajgcego z algorytmu M-H:

1
— Var(g(X
eff, = M =7t (8.35)

Var(g,) g

Tak zdefiniowana miara efektywnosci jest oczywiscie zalezna od funkcji ¢g. Jednak w
pracach [43], [98], [99] wykazano, Ze przynajmniej w przypadku pewnej klasy problemdw
dla liczby wymiaréw dazacej do nieskoriczonosci wszystkie miary efektywnodci eff, sg
sobie réwnowazne. Ponadto pokazano, ze wielkoscig zwigzang z efektywnogdcig algorytmu
jest tzw. oczekiwany wskaznik przejs¢ (ang. expected acceptance ratio)[43]. Zakladajac,
ze tanicuch znajduje si¢ w stanie stacjonarnym, parametr ten okresla si¢ w nastepujacy
sposob:

. /R d /R p(x,y) 7 (0)aly o) dxdy. (3.36)
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RYSUNEK 8.1. Wykres realizacji przypadkowego bladzenia w zaleznosci od doboru wariancji
rozkltadu pomocniczego: (a)-zbyt malej, (b)-optymalnej , (¢)-zbyt duzej.

Alternatywnie, korzystajac z ergodycznosci, oczekiwany wskaznik przejs¢ mozna wyrazic¢
jako dhugookresowy stosunek liczby krokéw, w ktérych tancuch przeszedt do nowego stanu
do catkowitej liczby krokéw:

t- XD —y®
a = lim #1 ) ,
n—oo n

(8.37)

gdzie # oznacza liczbe elementéw w zbiorze. Wyniki te, uzyskane w pracach [43], [98],
[99], stanowig, teoretyczne uzasadnienie stosowanej wezesniej, praktycznej zasady zgodnie,
z ktéra parametry rozkladu pomocniczego powinny by¢ dobrane tak, aby otrzymany
laricuch charakteryzowat sie odpowiednia czestoscig przejsé.

Okazuje sig, ze uwazane za efektywne algorytm niezalezny i przypadkowe bladzenie
charakteryzujg sie znaczgco réoznymi wartosciami wskaznika przejs¢. W przypadku algo-
rytmu niezaleznego wskaznik przej$¢ powinien by¢ jak najwyzszy, natomiast dla przy-
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padkowego bladzenia parametr ten powinien mie¢ odpowiednig, na ogdét niezbyt duza,
wartosc.

Zapewnienie maksymalnej wartosci a w przypadku algorytmu niezaleznego wymaga,
aby gestos$¢ pomocnicza g; byla mozliwie bliska gestosci rozktadu celu f [96]. Na przykiad,
jezeli gestosé p; jest za bardzo lub zbyt mato skupiona w poréwnaniu do f, to mozna sie
spodziewaé duzej zmiennosci prawdopodobienistwa przejscia (8.30), a tym samym malej
wartos$ci wskaznika przejsé.

Zupelnie inne wymagania odnosnie wartosci wskaznika przejsé dotyczg efektywnej im-
plementacji przypadkowego biadzenia. Jest tak poniewaz, gestos¢ pomocnicza tego algo-
rytmu zalezy od aktualnego stanu procesu. Wysoka liczba przejs¢ nie koniecznie oznacza,
ze proces przemieszcza sic w pozadany sposéb. Jezeli x®) oraz y® sg blisko siebie, to
f(x®) i f(y®) sq zazwyczaj prawie réwne, a wiec prawdopodobieristwo przejscia (8.28)
jest bliskie 1. Jednak w tym przypadku zbieznos¢ algorytmu jest bardzo wolna, gdyz
ruchy procesu w przestrzeni stanéw sg za krotkie. Przypadek ten jest pokazany na rysun-
ku 8.1(a). Jak wida¢ korelacje pierwszego stanu taricuchu zmniejszaja sie bardzo powoli,
skutkiem czego jest wysoka wartosé catkowitego czasu autokorelacji.

7 drugiej strony, jezeli warto$¢ oczekiwana wskaznika przej$é jest mata oznacza to, ze
wartosci f (y(t)) sg znacznie mniejsze niz f (X(t)). W takim przypadku proces wykonuje
skoki w domenie f, propozycje nowych stanéw czesto wpadaja w ogony rozkladu, a
laricuch "blokuje sie" w punktach o duzej gestosci prawdopodobienstwa (por. rys. 8.1(¢c)).

Tak wiec efektywne zastosowanie przypadkowego blagdzenia wymaga do$é precyzyjne-
go doboru gestosci pomocniczej do rozwigzywanego zagadnienia (rys. 8.1(b)). Przyjecie
zbyt skupionego rozkladu spowolni zbieznosé, a rozkiad zbyt rozproszony spowoduje ze
czesto bedg proponowane punkty w malo istotnych obszarach, gdzie gestosé f jest mala.

8.5.2. Zalecana wartos¢ wskaznika przejs¢ przypadkowego bladzenia

Przedmiotem prac [43], [98] oraz [99] jest optymalizacja procesu generowania préby
losowej z rozkladu prawdopodobienistwa o gestosci

d

Fx) =] v (8.38)

i=1

za pomocy przypadkowego btadzenia z normalnym rozkladem pomocniczym

or(y) = ¢(y,x,0°I). (8.39)

Zaklada sig, ze funkcje gestosci prawdopodobieristwa ¢ we wzorze (8.38) sa ciagle. Jak
wspomniano w poprzednim podrozdziale, w przypadku tak sformulowanego zadania, dla
duzej liczby wymiaréw wszystkie miary efektywnosci (8.35) sg sobie réwnowazne, a po-
nadto efektywnosé jest zwigzana z wartoscig oczekiwanego wskaznika przejécé.

W [43] pokazano, ze dla duzej liczby wymiaréw d optymalna warto$é¢ odchylenia
standardowego o w (8.39) jest rzedu O(d~'/?), a optymalna warto$¢ wskaznika przejsé
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a wynosi 0.234. Dla tak dobranych parametréw efektywnosé algorytmu (8.35) jest rze-
du O(d™1), tak wigc liczba iteracji potrzebnych do otrzymania oszacowania o zadanej
doktadnosci wzrasta liniowo wraz z liczbg wymiarow.

W pracy [43], na podstawie testéw numerycznych, okreslono optymalne parametry
omawianego sformutowania dla wymiaréw d = 1...10. Wykazano, ze przedstawione wcze-
$niej wyniki asymptotyczne mozna w przyblizeniu przyjaé za prawdziwe juz dla problemu
okreslonego w szesciu wymiarach. W przypadku mniejszej liczby wymiaréw bardziej ko-
rzystne jest zastosowanie rozkladu pomocniczego o wigkszym odchyleniu standardowym.
Dla zadania okreslonego w przestrzeni jednowymiarowej optymalna warto$¢ o wynosi
2.40, a towarzyszy jej wskaznik przejsé¢ 0.441. W pracy [43] pokazano réwniez, ze efek-
tywnosé algorytmu w punkcie optymalnym nie jest zbyt wrazliwa na wartos¢ wskaznika
przej$é. Dla warto$ci a miedzy 0.15 a 0.40 algorytm osigga 80% maksymalnej efektyw-
nosci. Tak wiec dobdér parametrow rozkladu dajacy zblizong do optymalnej proporcje
przej$¢ powinien zapewni¢ akceptowalny poziom efektywnosci.

Zgodnie z przedstawionymi wynikami, w zastosowaniach praktycznych czesto dazy sie
do otrzymania przypadkowego bladzenia o wskazniku przejsé¢ zblizonym do 1/4. Jednak
ta praktyczna reguta powinna by¢ stosowana z ostroznoscig. W pracy [99] podano wstep-
ne wyniki badan, dotyczacych zastosowania przypadkowego bladzenia do generowania
proby losowej z rozkladu o nieciaglej gestosci prawdopodobieristwa. W tym przypadku
nie obowigzuje jedno z istotnych zalozen, na ktérych opiera si¢ wyprowadzenie omawia-
nej reguly. Podawana w [99] optymalna wartos¢ wskaznika przejsé dla niecigglej gestosci
rozktadu celu wynosi 0.13, a optymalne odchylenie standardowe jest rzedu O(d™1).

8.6. Adaptacyjne algorytmy Metropolis-Hastings

Jak pokazano w podrozdziale 8.5 dobér rozktadu pomocniczego ma kluczowe znacze-
nie dla efektywnej implementacji algorytmu M-H. Najbardziej bezposrednim podejsciem
do zagadnienia wlasciwej parametryzacji rozkladu pomocniczego jest metoda préb i bie-
dow. Mozna wykonaé seri¢ wstepnych symulacji i na ich podstawie tak dobra¢ parametry
rozktadu pomocniczego, aby generowany taricuch mial odpowiedniag warto$é¢ wskaznika
przejs¢. Ta metoda jest proponowana w niektérych publikacjach. Jednak takie podej-
Scie ze wzgledu na wymagane naklady obliczeniowe, jak i brak mozliwosci algorytmizacji
jest mato zadowalajace. Pozadane jest wigc opracowanie metod pozwalajacych w systema-
tyczny sposob optymalizowaé parametry rozktadu pomocniczego na potrzeby rozwigzania
konkretnego zadania.

"Automatyczne" metody wykorzystujace informacje pozyskane w czasie dzialania al-
gorytmu MCMC nazywane sg adaptive Markov chain Monte Carlo. W ostatnich latach
zaprezentowano kilka sposobéw rozwigzania tego zagadnienia [5, 88, 117]; niektére z nich
zostang oméwione w dalszej czesci tego podrozdziahu.

Budowa adaptacyjnych algorytméw MCMC nie jest prostym zadaniem. Wymaga bo-
wiem rozwigzania przynajmniej dwéch trudnych probleméw. Wszystkie dowody dotycza-
ce zbieznosci algorytmu M-H sg przeprowadzone przy zalozeniu, ze parametry rozktadu
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pomocniczego sg stale. Oczywiscie w przypadku algorytmu adaptacyjnego pozadana jest
mozliwos¢ uaktualniania tych parametrow w trakcie jego dzialania. Drugim problemem,
jaki wigze sie z adaptacja rozkladu pomocniczego jest to, ze uaktualnianie parametrow
na podstawie poprzednich iteracji wprowadza zaleznos¢ migdzy dalekimi stanami proce-
su, a w rezultacie otrzymany proces stochastyczny nie jest juz tancuchem Markowa. W
literaturze spotyka si¢ dwa sposoby budowy algorytmoéow adaptacyjnych: przeprowadzenie
adaptacji we wstepnej fazie dziatania algorytmu i prowadzenie symulacji dla ustalonych
parametrow lub wykorzystanie zmiennego rozkladu pomocniczego, co wigze si¢ jednak z
koniecznoscig analizy wlasnosci takiego algorytmu.

8.6.1. Kryteria adaptacji

W celu sformutowania zagadnienia optymalizacji algorytmu M-H wygodnie jest postu-
zy¢ sie funkcjg, celu, okreslong na parametrach rozktadu pomocniczego. Funkcja ta powin-
na by¢ zwigzana ze stochastycznymi miarami efektywnosci algorytmu, ktérych przyktady
zostaly omowione w podrozdziale 8.5.1. Punkt optymalny takiej funkcji celu musi oczy-
wiscie odpowiadaé¢ parametrom maksymalizujagcym efektywnosé algorytmu.

W wielu przypadkach, funkcje pozwalajaca optymalizowaé¢ algorytm M-H mozna
przedstawi¢ w ogélnej postaci, zaproponowanej w pracy [5]:

06 =B ey = [ [ i ey raylxidxdy (8.40)

gdzie v jest parametrem lub grupa parametréw rozkladu pomocniczego gy, a 7 jest pew-
ng funkcjg zwiagzang z wybranymi wilasnosciami statystycznymi generowanego tancucha
Markowa.

Jednym z przyktadéw funkcji celu, wykorzystywanej w optymalizacji algorytmow M-
H, jest funkcja wymuszajaca wartod$é oczekiwanego wskaznika przejsé (ang. coerced accep-
tance ratio). W podrozdziale 8.5.1 oméwiono zwigzek oczekiwanego wskaznika przejsé z
efektywnodcig algorytmu. Przypomnijmy, ze w przypadku optymalnego btgdzenia istnie-
je pewna optymalna warto$¢ tego parametru. Zadang warto$é¢ wskaznika przej$é mozna
wymusi¢ przyjmujac parametry algorytmu, ktére minimalizuja nastepujaca funkcje [88]:

ean) = ([ [ e foomtyaxay —a') (s.41)

gdzie p, jest prawdopodobienistwem przejscia, w ogélnosci zaleznym od parametru v,
natomiast a* jest wymagang wartoscig wskaznika przejsc.

Wartosci parametréw optymalizujgce algorytm M-H mozna réwniez wyznaczy¢ mak-
symalizujac kwadrat réznicy kolejnych wartosci funkeji g (ang. Fzpected Squared Function
Variation), ktérej warto$é oczekiwana podlega oszacowaniu:

mesev(7) = E | (9(X) = g(X)’] (8.42)

Jak zostanie to wykazane, maksymalizacja hggpy jest réwnowazna minimalizacji
Corr (g(X®), g(X)*)), co prowadzi do minimalizacji wariancji (8.34) estymatora (8.25)
wartosci oczekiwanej funkcji g.
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Zauwazmy, ze w przypadku tancucha bedacego wynikiem algorytmu M-H wariancja
funkcji g(X+) — ¢(X®) ma nastepujace wlasnosci:
Var (g(X0) = (X)) = E[(9(X*0) - g(X®) — E [¢(X) — (X)])’]

= E[(g(X“) — g(x))’] | (8.43)
gdzie przeksztalcenie (8.43) jest prawdziwe po przyjeciu zalozenia, ze w stanie stacjo-
narnym lancucha X® i X®+D majg takie same rozklady prawdopodobienstwa, a wiec
E[g(X* )] — E[g(X® )] = 0. Nastepnie przyréwnujac praws, strone réwnosci

Var (Q(X(t+1)) — g(Xt)) = Var (9(X;)) + Var (g(X(t+1))) — 2C0ov [Q(X(t))vg<X(t+l))]
= 2(1 = Corr (9(X®), g(XUD))) Var (¢(X,)) ,  (8.44)

ktora jest prawdziwa dzieki zalozeniu stacjonarnosci tancucha, do prawej strony rownania
(8.43) otrzymujemy nastepujace wyrazenie:

mesev(7) = E | (9X) = g(X®))*| = 2 (1 = Corr (9(X), (X)) Var (9(X)) .
(8.45)

Wzér (8.45) pokazuje, ze maksymalizacja ngspy jest réwnowazna minimalizacji korelacji
pierwszego rzedu funkcji kolejnych stanéw taricucha Corr (h(X(t)), h(X(t“))). Minimali-
zacje korelacji pierwszego rzedu mozna traktowaé jako zgrubne ujecie minimalizacji catko-
witego czasu autokorelacji (8.33). Jezeli autokorelacje wyzszego rzedu maleja monotonicz-
nie, to zmniejszenie autokorelacji pierwszego rzedu prowadzi do zwiekszenia efektywnosci
algorytmu okreslonej wzorem (8.35).

Funkcja npspy jest uogdlnieniem, zaproponowanego w pracy [88], oczekiwanego kwa-
dratu diugosci przejscia (ang. expected squared jumping distance(ESJD)). W przypadku
jednowymiarowym wielkogé ta jest okrelana jako ESJD(v) = E[| XD — X®|?] a w
przypadku wielowymiarowym wykorzystuje si¢ kwadrat odlegtosci Mahalanobisa:

ESJD(v) = E[(XH) - X)TCH(x D — X O] | (8.46)

gdzie C jest macierzg kowariancji rozkladu réwnowagi. Taki dobér optymalizowanej funk-
cji jest wynikiem przyjecia jako "naturalnej" miary efektywnosci algorytmu (8.35) wa-
riancji oszacowania wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X. Warto zwréci¢ uwage, ze w
przypadku rozktadu celu okreslonego w wielu wymiarach, ktérego macierz kowariancji C
nie jest znana, oszacowanie E'SJD moze stwarza¢ problemy numeryczne. Z tego wzgledu
wydaje sig, ze wykorzystanie funkcji danej wzorem (8.42) jest wygodniejsze.

Funkcja ngpspy posiada cechy, ktore ulatwiajg jej zastosowanie do optymalizacji al-
gorytmu M-H. Wartos$é oczekiwang we wzorze (8.42) mozna przedstawi¢ w nastepujacy
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sposob:

E [ (9(x") — g(x")’] =
/ / XD — (x®))® K (x® xD) f(x)dx D dx?

2
/ / (t+1) g(x(t))) p(x(t)7x(t+1))q( (t+1) |x )f(x(t))dx(t“)dx(t)
(8.47)

Powyzsze przeksztalcenia sg mozliwe, gdyz
2
(g(x") = g(x))" (1 = r(x"1)) dy0 (x"*V) = 0. (8.48)

Eliminacja wyrazu zwigzanego z pozostawaniem laiicucha w tym samym stanie pozwala
na pominigcie w obliczeniach wyrazenia r(x*+1)), ktérego wyznaczenie wymagatoby obli-
czenia dodatkowej calki (por. (8.18)). Funkcja 77 we wzorze (8.40) zwigzana z ngsry ma
wiec postac

sy (v, (0, %)) = (g(x0) = g(x®))” p, (x,x41), (8.49)

Inne przyklady funkcji n zostaly przedstawione w pracach [5], [88].

8.6.2. Dostosowanie rozkladu pomocniczego

Wykorzystanie poczatkowych symulacji w celu optymalizacji parametréw pomocni-
czego rozkladu prawdopodobienistwa jest naturalnym sposobem implementacji adapta-
cyjnych algorytméw MCMC (przyklady mozna znalezé miedzy innymi w pracach [41],
[49]). Ponizej przedstawiono algorytm zaproponowany w niepublikowanej pracy [88].

Koncepcja omawianego algorytmu jest bardzo prosta. Poczatkowa faza symulacji, kté-
ra zazwyczaj i tak jest pomijana przy oszacowaniu wartosci oczekiwanej, wykorzystywana
jest do optymalizacji parametréw rozkladu pomocniczego. Generowanie tanicucha Marko-
wa rozpoczyna sie od wykorzystania rozktadu pomocniczego z przyjetymi poczatkowymi
wartosciami parametréw v. Po kazdych n krokach uaktualnia si¢ wartosci parametréw
optymalizujac oszacowanie funkcji (8.40). Obserwujac zbieznosé sekwencji v o v0)
uzyskuje sie oszacowanie optymalnych parametréow rozktadu pomocniczego v*. W dru-
giej fazie algorytmu, za pomoca zoptymalizowanego rozktadu pomocniczego, generowane
sg stany tancucha, ktére pozniej wykorzystuje sie do oszacowania wartosci oczekiwane;j.
Implementacja algorytmu obejmuje wiec wykonanie nastepujacych krokow:

1. Przyja¢ poczatkowe wartosci parametréw rozkladu pomocniczego v(%, na przyklad
wykorzystujac wskazdéwki przedstawione w podrozdziale 8.5. Korzystajac z rozkla-
du pomocniczego o parametrach v, wygenerowaé skladajacg si¢ z ny elementéw
realizacje tancucha Markowa {X(()l), X(()Q), ce (()no)} oraz zwigzang z nig sekwencje
proponowanych punktéw przejscia {Y( ) Y(() ), o ,Y(()"O)}.



8.6. ADAPTACYJNE ALGORYTMY METROPOLIS-HASTINGS 143

2. Na podstawie przyjetej funkcji n wyznaczyé przyblizenie v(!) parametréw v*, ko-
rzystajac z oszacowania wartosci oczekiwanej (8.40) za pomocg wyrazenia:

S (v, XY Y wg o (X5, Y

VV)

(vivi?) = - e , (8.50)
Zz 01 Wy |y (0) (Xé )7 Y(() ))
gdzie
w |v(©) <X7 Y> = M ) (851)
v Gy (0) (X7 Y)

a ¢y jest gestoscig pomocniczego rozkladu prawdopodobienistwa dla parametréw
v, Zwiekszy¢ wartosé licznika iteracji: j = 1.
3. Wygenerowa¢ n; elementowy laricuch Markowa {X§1),X§-2), e ;nj )} oraz towa-
rzyszacy mu zbiér proponowanych punktéow przejécia {Y YJ( ), o ,Y](-nj )}. Wy-
znaczyé przyblizenie vUTD | korzystajac z przyblizenia funkeji (8.40) postaci:
o S i X Y o, w0 (X, V)

= j k
A(viv?, .. v = e , (8.52)
kzO Zz:kl wv|v(j),“.,v(0) (ng )a Y’E; ))

gdzie

: q;b(x .Y) , (8.53)

k=0 gqvm (x,y)

Wy o),...v© (X, y) =

w ktorym n = ?C o M- Lwigkszy¢ wartos¢ licznika iteracji: j = j + 1.

4. Sprawdzié¢ przyjete kryterium zbieznosci ciggu oszacowan parametréw rozktadu
vO . vUtD . Jezeli kryterium to jest spelione, przyja¢ v = vUtD w prze-
ciwnym przypadku powtérzyé¢ krok 3.

5. Oszacowaé zadang warto$é¢ oczekiwang korzystajac z realizacji taricucha Markowa,
ktéra uzyskano za pomocg algorytmu M-H z rozkladem pomocniczym o gestosci
qV*‘

Warunki zapewniajace zbieznosé przedstawionego algorytmu zostaly przedstawione w
pracy [88]. Estymator 7(v|v, ..., v(®) jest zbiezny, jezeli tanicuch Markowa wykorzy-
stywany w oszacowaniu jest nieskracalny i nieokresowy (spetnione s warunki zbiezno-
$ci oszacowania wartosci oczekiwanej omdwione w podrozdziale 8.3). Aby cigg osza-
cowann v(®, .. . vU) zbiegal do wartosci v* optymalizujacej funkcje n(v), to funkcje
a(viv?, ..., v®) i n(v) powinny byé wypukle i dwukrotnie rézniczkowalne wzgledem
v. W ogélnym przypadku badanie wypuklodci estymatora (8.52) jest trudnym zadaniem.
W pracy [88] wykazano zbiezno$é powyzszej metody dla algorytmu M-H z normalnym
rozktadem pomocniczym i funkcjg n w postaci oczekiwanego kwadratu diugosci przejécia
(8.46).

W wyrazeniach (8.50) i (8.52) wartosci oczekiwane wzgledem rozkladu ¢, przyblizane
sg za pomocy wspomnianego juz estymatora reciprocal importance sampling (7.15).
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Estymator (8.52) wykorzystuje prébe losows, otrzymana, z kilku rozktadéw prawdopo-
dobienstwa. Przyjmuje si¢ zalozenie, ze gesto$é rozktadu prawdopodobieristwa tej préby
losowej jest gestodcig rozkladu mieszanego [53]:

(%) = > Mi(2), (8.54)
K1

gdzie q; sa gestosciami rozkladéw wykorzystanych do otrzymania préby, a A\, spehiaja,
warunek Y 7, A\, = 1. Wsp6lezynniki A\, sa proporcjonalne do liczby elementéw, ktére
zostaly wygenerowane z rozkladu o gestosci q.

8.7. Wyznaczanie stalych normalizujacych

Przypomnijmy, ze gesto$é prawdopodobieristwa (2.54) optymalizujaca zastosowanie
importance sampling w analizie niezawodnosci mozna przedstawi¢ w ogdlnej postaci jako

v = 2% (8.55)
gdzie
c= . o(x)dx (8.56)

jest stalg normalizujgcg funkcje ¢. W przypadku analizy niezawodnosci ¢ jest gestoscig
losowych parametréw konstrukcji, ktéra obcieto do obszaru awarii, a ¢ jest prawdopodo-
bienstwem awarii.

Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii za pomocg algorytméw MCMC opiera sie
na pomysle wygenerowania préby losowej z rozktadu prawdopodobienstwa (2.54). Taka
préba losowa moze by¢ otrzymana za pomocs, algorytmu M-H, gdyz w tym celu wyma-
gana jest jedynie znajomosé¢ funkeji ¢ (w analizie niezawodnosci ¢ = I, f(x)). Okazuje
si¢ jednak, ze dysponowanie tylko taka préba losows nie wystarcza do oszacowania praw-
dopodobieristwa awarii. W tym celu konieczne jest wyznaczenie stalej normalizujacej c, a
wiec w przypadku analizy niezawodno$ci, oszacowanie prawdopodobieristwa awarii. Pro-
blem oszacowania stalej normalizujacej gestosé rozkladu prawdopodobieristwa jest spoty-
kany w niektérych zagadnieniach probabilistyki oraz w fizyce statystycznej [42]. Ponizej
przedstawimy kilka ogdlnych metod stuzacych do oszacowania stalych normalizujgcych,
ktore mozna znalez¢ w literaturze, a w dalszej czgéci podejmiemy prébe zastosowania
przynajmniej czesci z nich do oszacowania prawdopodobieristwa awarii.

8.7.1. Estymator wykorzystujacy przyblizenie Laplaca

Zaproponowany w pracy [65] estymator Laplaca-Metropolisa (ang. Laplace-Metropolis
estimator) do oszacowania statej normalizujacej wykorzystuje przyblizenie Laplaca catki
gestosci prawdopodobienstwa. Parametry tego przyblizenia sg wyznaczane na podstawie
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realizacji taricucha Markowa, otrzymanej za pomocg algorytmu M-H. W rozwazanym
przypadku, ten rodzaj aproksymacji moze by¢ réwniez postrzegany jako przyblizenie
rozkltadu réwnowagi tanicucha za pomocy rozktadu normalnego.

Teoretycznie, aproksymacja Laplaca jest prawdziwa dla cigglych, ograniczonych funk-
¢ji z wyraznym maksimum globalnym. Jednak w praktyce metoda ta moze by¢ stosowana
w przypadku funkcji gestosci prawdopodobieristwa, ktére nie spetiaja, tych wszystkich
zalozen. Istotne jest, aby rozklad réwnowagi byt jednomodowy, a wiec jego gestosé powin-
na by¢ skupiona w poblizu jednego punktu.

Stalg normalizujacy gestosé f przybliza sie za pomoca nastepujacego wyrazenia:

o= I ontielsx), (8.57)
p(x*,x*,C)
gdzie f jest nieznormalizowang gestoscig rozkladu réwnowagi tancucha, X* jest oszaco-
waniem arg max f(x), a |C| jest wyznacznikiem empirycznej macierzy kowariancji préby
losowej uzyskanej za pomocg algorytmu M-H.

Oszacowanie xX*, w ktérym wystepuje maksimum funkcji f, moze byé wyznaczone
poprzez wybranie punktu z realizacji tanicucha, dla ktérego warto$é¢ f jest najwicksza
badz tez poprzez wyznaczenie wartosci oczekiwanej lub mediany proby losowej. Zwrécimy
jeszcze uwage, ze wystepujaca w wzorze (8.57) macierz kowariancji jest aproksymacja
Hesjanu gestosci f w punkcie arg max f(x).

8.7.2. Odwrotna metoda importance sampling

Poniewaz stala normalizujgca jest okreslona w postaci calki (8.56), to mozna ja wy-
znaczy¢ korzystajac z metody importance sampling (por. 2.3.7). W ogdlnym przypadku
estymator jest postaci

N p(X™
Crg = %; Zj((X(n))). (8.58)

gdzie g jest gestodcig rozkladu prawdopodobieristwa préby losowej XM .. X®) | Oczy-
wiscie, oszacowanie prawdopodobieristwa awarii za pomocg importance sampling (2.49)
mozna postrzegac jako oszacowanie stalej normalizujacej funkcji ¢(x) = In, (x) f(x). Efek-
tywnos¢ oszacowania (8.58) zalezy od doboru gestosci ¢(x), ktéra powinna spemiaé¢ wy-
magania analogiczne do opisanych w podrozdziale 2.3.7.

Podobny do (8.58) estymator stalej normalizujacej mozna okresli¢ dla préby loso-
wej, otrzymanej za pomocg algorytmu M-H. Niech {X® ... XM} bedzie lancuchem
Markowa z rozkladem réwnowagi o gestosci proporcjonalnej do funkcji ¢. Oszacowanie
stalej normalizujacej za pomocy odwrotnej metody importance sampling (ang. reciprocal
importance sampling) okresla si¢ jako

1 & s(X ™) o
Cris = <NZ ¢<(X<">))> : (8.59)
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gdzie s(-) jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa. Jezeli s ma odpowiednio lekkie ogo-
ny, a zwlaszcza jezeli zachodzi fR" s?/¢ < oo, wtedy estymator (8.59) zachowuje si¢
poprawnie (por. [86]). Zauwazmy, ze wymaganie to jest odwrotne niz w przypadku im-
portance sampling, gdzie gestos¢ prawdopodobienistwa, z ktérej generowana jest préba
losowa powinna mie¢ cigzsze ogony niz gestosé ¢. Natomiast podobnie jak w importance
sampling, wariancja cryg jest mala, jezeli s jest dobrym przyblizeniem 1.

Zaleta, odwrotnej metody importance sampling jest mozliwo$é wykorzystania otrzy-
manej realizacji taiicucha Markowa do zdefiniowania rozkladu s. Oczywiscie najprostszym
podejsciem jest okreslenie rozkladu normalnego o wartosci oczekiwanej i macierzy kowa-
riancji, wyznaczonych na podstawie analizowanej proby losowej. Nalezy jednak pamigtaé,
ze wykorzystanie tych samych elementéw proby do okreslenia gestosci s i wyznaczenia
$redniej (8.59) moze prowadzi¢ do uzyskania obcigzonego oszacowania statej normalizu-

jacej.

8.7.3. Bridge sampling

Niech dane bedg dwie gestosci prawdopodobienstwa p;(x), i = 1,2, okreslone na
majacych czesé wspdlng dziedzinach D;. Gestosci te znane sg z dokladnodcig do stalej
normalizujacej: p;(x) = ¢;(x)/c;. Celem metody bridge sampling, ktéra, zaproponowano
w pracy [77], jest oszacowanie ilorazu statych normalizujacych ¢;/co na podstawie préb
losowych z rozktadéow prawdopodobienstwa o gestosciach p;. Proby te mozna oczywiscie
otrzymaé¢ za pomocsg, algorytmu M-H.

Niech dana bedzie funkcja a(x), okreslona na Dy N Dy - wspdlnej czedei dziedzin ¢ i
q2, ktora spelnia nastgpujacy warunek

0<

/Dm) a(x)q1(x)g2(x)dx| < oo. (8.60)

Jezeli v spelnia warunek (8.60) to zbiér Dy N D, jest niezdegenerowany, poniewaz

/D - a(x)pr(x)pa(x)dx > 0. (8.61)

Zauwazmy, ze warto$é¢ calki we wzorze (8.61) jest miara "nakladania" si¢ rozkladéw
prawdopodobieristwa o gestosciach p; 1 pe. Jezeli funkcja o spelia warunek (8.61), to
prawdziwa jest réwnosé

Jp, 1(x)a(X)pa(X)dx ey fp,np, @()p1 (X)pa(x)dx

o (X)ap (X)X ¢ [ o a(x)pr (X)pa(x)dx’ (8.62)

z ktérej wynika tozsamosé bedaca podstawsg metody bridge sampling:

- — Ep, [q1(x)a(x)] (8.63)

Ep, [2(x)a(x)]’

gdzie r = ¢ /ce. Odpowiednio dobierajac funkcje o mozemy otrzymaé rézne metody

szacowania stalych normalizujacych. Jezeli przyjmiemy

=g, (8.64)
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to otrzymamy wyrazenie bedace podstaws oszacowania stalej normalizujacej za pomocy
metody importance sampling

Q1(X)]
ris =E : 8.65
P2 |:q2(X> ( )
Zakladajac ze co = 1 a g = po otrzymuje si¢ estymator (8.58). W przypadku, kiedy
w peli znana jest gestosé p1, (¢ = 1), to wyrazenie (8.65) jest odwrotnoscig estyma-
tora reciprocal importance sampling (8.59). W pracy [77] oprécz (8.64) zaproponowano
nastepujace postaci funkcji a:

—-1/2

e Funkcja geometryczna o = (q1q2)~"/?, ktéra implikuje formute

B, [(@/a)"]
E,, [(a2/a) )

Zauwazmy, ze w porownaniu do metody importance sampling, omawiane oszaco-
1/2

(8.66)

wanie jest bardziej stabilne numerycznie. Wyrazenia postaci (¢q1/¢2)'/* maja bo-
wiem bardziej zréwnowazone wartosci niz odpowiednie wagi metody importance
sampling. Zastosowanie pierwiastka kwadratowego w wyrazeniu (8.66) zapewnia
ponadto, ze (q1/q2)"/?
wiednio g2 1 ¢;.

o Rodzina wykltadnicza, a(k, A) = [¢/" + (Ag)V*] ", gdzie A > 0i k > 0, wraz z

wyrazeniem okreslajagcym warto$é ilorazu statych normalizujgcych

E,, [1+ (qu/ql)l/’“}_k
E,, [(q1/g2) /% + AUk "

Zastosowanie tego sformulowania wymaga ostroznego doboru parametréow A oraz k

oraz (q2/q1)"/? sg calkowalne z kwadratem wzgledem odpo-

’f‘p(k’, A) =

(8.67)

w zaleznosci od stosowanej metody symulacji [77].

e [Funkcja stata, o = 1 implikujaca wyrazenie

EPQ [QI]
re = /7. 8.68
Em [C]Q] ( )
Rozwazmy jeszcze funkcje o w nastepujacej postaci:
q12(x)
a(x) = —————, x € Dy N D,, 8.69
X = R P (509

gdzie qi2(x) jest pewng nieznormalizowang gestoscig prawdopodobieristwa, okreslong na
zbiorze D1 N Dy. Oznaczenie ¢ zostalo wprowadzone w celu podkreslenia, ze pozadane
jest, aby gestos$¢ gio byla "pomiedzy" gestosciami ¢ oraz ¢o. Podstawiajac (8.69) do
wzoru (8.63) otrzymujemy

a _ /e Ep [g2(x)/0(x)]
e cfa By lqe(x)/a)]

W oszacowaniu uzyskanym na podstawie (8.70), zamiast wykorzystaé¢ (8.68) bezposred-

(8.70)

re =

nio do wyznaczenia c¢;/cs, uzyskuje sie c¢i2/cy oraz cia/cq, a nastepnie przez dzielenie
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eliminuje si¢ c15. Takie postegpowanie ma na celu zwigkszenie efektywnosci oszacowania.
Wiemy, ze efektywno$¢ metody importance sampling zalezy od tego, jak "podobne" do
siebie sg gestosci ¢, i go. Wprowadzajac odpowiednio dobrang fukcje ¢i2, bedacag swego
rodzaju "mostem" miedzy ¢ i ¢o (stad nazwa metody bridge sampling), mozemy uzy-
ska¢ lepsze oszacowanie ¢ /¢y za pomocs (8.70) niz dzigki (8.68). Wyrazenie (8.63) nalezy
wiec postrzegaé jako uogdlnienie (8.70), gdzie wprowadzono funkcje «, ktérej celem jest
zwiekszenie efektywnosci oszacowania.

8.7.4. Annealed Importance Sampling (AIS) oraz Linked Importance Sam-
pling (LIS)

Przedstawiona w poprzednim podrozdziale, idea poprawy oszacowania ilorazu statych
normalizujacych poprzez wprowadzenie rozkladu posredniego moze by¢ rozwijana. W nie-
ktorych przypadkach gestosci prawdopodobienstwa ¢; 1 g2 mogg sie réznié¢ tak bardzo, ze
nawet wykorzystanie optymalnego rozktadu posredniego ¢ (rozklad ten jest zdefiniowany
w pracy [77]) nie zapewni zadowalajacej efektywnosci estymatora uzyskanego na podsta-
wie (8.70). W takim przypadku mozna wielokrotnie zastosowaé¢ metode bridge sampling
wprowadzajac sekwencje posrednich rozktadéw prawdopodobienistwa o gestosciach o (x),
k=1,..., K, gdzie g1 i px odpowiadaja odpowiednio ¢; i ¢q. Dla rozkltadéw g, z ktorych
generowana jest proba losowa, ponadto definiuje sie posrednie gestosci prawdopodobien-
stwa op11/2(x), k =1,..., K — 1, stuzace do wyznaczenia oszacowania. Iloraz r = ¢;/cg
statych normalizujacych gestosdci 01 1 ox mozna przedstawié¢ za pomocy ilorazéw statych
normalizujacych rozktady posrednie:

K
E
< _H Ck+1/2/ck - gk[0k+1/2/9k] ‘ (8.71)
Ck+1/2/ck+1 Pl Egk+1 [Qk+1/2/@k+1]

Jako rozwiniecie pomyshu, ktéry zastosowano w (8.70), powyzsze wyrazenie okresla "most
o wielu przestach". Estymator korzystajacy z (8.70) jest nieobcigzony; tej wiasnosci nie
posiada jednak estymator otrzymany na podstawie (8.71) [85]. Problem ten zostal roz-
wigzany w algorytmach annealed importance sampling (AIS) [84] oraz linked importance
sampling (LIS) [85].

Metody AIS i LIS do oszacowania ilorazu stalych normalizujacych wykorzystujg se-
kwencje rozkltadéow posrednich. Motywacja, do opracowania tych algorytméw byto wyko-
rzystanie pomystu, ktory jest podstaws metod simulated annealing. Metody te wykorzy-
stujg rozkltady posrednie do generowania préb losowych z rozkladéw wielomodowych [44]
lub do optymalizacji funkcji z wieloma minimami lokalnymi [60]. A wigc AIS i LIS, przy
wykorzystaniu odpowiednich rozktadéw posrednich, powinny wykazywaé¢ dobra efektyw-
nos¢ w zadaniach, gdzie konieczne jest oszacowanie stalych normalizujacych rozktadow
wielomodowych.

W celu efektywnej implementacji metody AIS wygodnie jest przyjac rozktad o gestosci
01, z ktérego mozliwe jest otrzymanie niezaleznej préby losowej. W przypadku rozkladow
o gestosciach po, ..., o1 zaklada si¢, ze mozna dla nich uzyskaé prébe losows, za pomocs,
algorytmu M-H o jadrach przejécia, odpowiednio, Ko, ..., Kx_ 1.
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Oszacowanie ilorazu stalych normalizujacych za pomocsg algorytmu AIS wymaga wy-
generowania sekwencji punktow Xﬁ”), . ,X%)_l, n = 1,...,N, z kolejnych rozkladéw
prawdopodobienstwa, zgodnie z nastepujacym algorytmem:

o Wygenerowaé X\ ~ o;(x)

o Wygenerowaé XU ~ Ko(X{" x)

e Wygenerowaé X%)_l ~ K K_l(X%)_Q, X)

lloraz statych normalizujacych gestosci o1 1 o przybliza si¢ za pomocg estymatora:

s — L3 2K X e OGE) 872
N n=1 Ql(Xgn)) QQ(Xgn)) QK—1(XE?)_1)

Pomimo, ze pojedyncze przejécia M-H zazwyczaj nie wystarczajg do osiggniecia rozktadu
rownowagi, to oszacowanie 74r¢ jest nieobcigzone i zbiezne z rosnacym N, jezeli nie
istnieja obszary, w ktérych g jest réwne zero, a oxy1, jest niezerowe, k = 1,... K — 1
[84].

W przypadku metody LIS wykorzystuje si¢ sekwencje rozkladéw o gestosciach
01,...,0kK, 2z ktérych generuje sie proby losowe za pomocsg, algorytmu M-H. Zaktada sie, ze
generowanie préby losowej z rozkladu ¢; mozna rozpoczaé¢ od pojedynczego punktu otrzy-
manego niezaleznie od p;. Generowanie préb losowych o gestosci g, k > 1, rozpoczyna
sie wybierajac tzw. stan laczacy (ang. link state), Xp_1.; 2z proby o gestosci g_1. Dla
kazdego o, zaczynajac od stanu taczgcego i wykorzystujac jadro przejscia Ky, generuje
sie realizacj¢ tancucha Markowa, skladajacg si¢ z ny elementéw. Stany taczace wybiera
si¢ na podstawie odpowiednio dobranych rozkladéw posrednich og.x11, ktére sa okreslone
za pomocy gestosci g 1 ory1. W pracy [85] proponuje sie, aby wyznaczy¢ M oszacowan
ilorazow stalych normalizujacych f(LlI)S, e ,F(L]\]{g), a nastepnie je usredni¢. Takie podejscie
zapewnia uzyskanie stabilniejszego przyblizenia w przypadku rozkltadéw wielomodowych.

Kazde z oszacowan F(L”% jest otrzymywane poprzez wykonanie nastepujacego algorytmu:

1. Wylosowaé¢ wskaznik 14 z rozktadu jednorodnego okreslonego na zbiorze liczb catko-

witych 0, ..., ny. Zainicjowaé¢ algorytm, przypisujgc stanowi xgyl) préby z rozktadu

o gestosci p; pewna niezaleznie wylosowang wartosé.

2. Dla k =1,..., K, wygenerowa¢ n; + 1 elementowe proby losowe o gestosciach g
poprzez wykonanie nastepujacych krokéw:

o Jezeli k > 1, to wylosowaé wskaznik v, z rozkladu jednorodnego, okreslonego

. dk 7 (I/k) z 7 cz
na 0,...,ng, 1 przyporzagdkowac x; " wartos¢ stanu przejscia Xp_q..

), za pomocy, jadra przejscia Kk(x,(f),x,(fﬂ)) al-
gorytmu M-H, wygenerowa¢ "do przodu" stany realizacji tanicucha Markowa

x" o indeksach ¢ = v + 1,...,n;. Nastepnic, korzystajac z K (x(”,x{' "),

e Rozpoczynajac od stanu x; *

zgodnie z malejacymi indeksami ¢t = v, —1,...,0, wygenerowaé stany realizacji
taricucha Markowa "wstecz".

o Jezeli k < K, to wylosowa¢ wskaznik pu, ze zbioru {0, ..., nx} zgodnie rozkla-
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dem prawdopodobienstwa
Okxk+1 (XECM) )

ok (Xlgﬂi)>

Plpslx) = —, (8.73)
an Qk*k—l-l(xk )

=0 i
or(x""))

a nastepnie przyporzadkowadé stanowi przejécia X1 stan realizacji taricucha
X](Cuk).
3. Zgodnie z rozkladem jednorodnym przyporzadkowaé pux wartos$¢ ze zbioru
{0,...,ng}. (Ten krok algorytmu nie ma wplywu na oszacowanie, ale jest konieczny
do dowodu poprawnosci algorytmu [85].)

4. Oszacowaé¢ wartos¢ ilorazu stalych normalizujacych dla tego przebiegu algorytmu:

1 an Qk*k+1(xj(;))
K-1 o +1 1=0 (2))

Firh = o) (8.74)
k=1 1 Nkt Qk*kﬂ(XS}rl)
1=0 i
M1 £ 1 o1 (X))

Po M krotnym wykonaniu powyzszego algorytmu otrzymuje si¢ koncowe oszacowanie
ilorazu statych normalizujacych:

M
1 _(m
7 wm. (8.75)
m=1

rris =

Istotng cecha metody LIS jest to, ze przechodzac miedzy rozkladami gp i gr.; stan
taczacy Xp«ri1 jest wybierany losowo z realizacji {x,(f), e ,x,&"’“)}. Stan laczacy moze byé
wiec postrzegany jako element préby losowej, zwigzanej zaréwno z gestoscig o, jak i
or+1- W pracy [85] wykazano, ze estymator (8.74) jest nieobcigzony.

8.8. Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii za pomoca me-
tod MCMC

We wstepie do rozdzialu 7 zaproponowano oszacowanie prawdopodobieristwa awarii
poprzez wyznaczenie stalej normalizujacej funkcji qp(x) = I, (x)f(x) (por. (2.54)) na
podstawie préby losowej otrzymanej za pomocg MCMC. Po oméwieniu w poprzednich
podrozdziatach koniecznych w tym celu metod, przedstawimy dokladniej realizacj¢ pro-
ponowanego podejscia.

Jednym z probleméw zwigzanych z zastosowaniem algorytmu M-H do otrzymania pré-
by losowej z rozkladu o gestodci proporcjonalnej do gy jest okredlenie punktu startowego
o niezerowej gestosci prawdopodobienistwa. Prawdopodobienstwo przejscia (8.17) jest bo-
wiem okre$lone w punktach, w ktérych gesto$é prawdopodobieristwa rozktadu réwnowagi
jest wieksza od zera. Algorytm M-H mozna wystartowaé¢ z punktu o zerowej gestosci
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prawdopodobienistwa, jednak wtedy proces pozostanie w nim do chwili, kiedy z rozktadu
pomocniczego zostanie wygenerowany punkt o niezerowej gestosci prawdopodobienstwa.
Jezeli punkt startowy zostanie przyjety daleko od obszaru awarii, to liczba krokéw pod-
czas, ktérych tancuch bedzie pozostawal w tym samym miejscu moze by¢ duza. Wydaje
si¢ wigc uzasadnione zastosowanie dodatkowego algorytmu poszukujacego punktéw w ob-
szarze awarii. Oczywiscie, mozna sie spodziewaé, ze efektywnos¢ takiego algorytmu bedzie
uzalezniona od wartoéci prawdopodobieristwa awarii.

Rozwigzanie problemu okreslenia punktu startowego jest jednym z powodéw, dla kto-
rych warto poszukiwa¢ modyfikacji funkcji ¢; = In,(x)f(x) w celu przypisania dodat-
niej gestosci prawdopodobienstwa realizacjom zmiennych losowych na zewnatrz obszaru
awarii. Prostg modyfikacje pozwalajaca okresli¢ dodatnia gestosé prawdopodobieristwa
w obszarze, gdzie zdefiniowana jest funkcja graniczna, mozna otrzymaé wykorzystujac
w metodzie exponential tilting (2.55) funkcje kary, ktéra jest stosowana w algorytmach
poszukiwania punktu projektowego metod FORM/SORM [1]. Podejscie to pozwala za-
chowa¢ pewne wiasnosci rozkladu ¢y = Io, (x) f(x), a zwlaszcza rozmieszczenie maksiméw
gestosci prawdopodobienistwa.

Rozpatrzmy funkcje gestosci prawdopodobienistwa o nastepujacej postaci:

1
(%) = o exp ) f(x) (8.76)

gdzie ¢, jest staly normalizujaca, u jest wspélezynnikiem funkcji kary, g(x) jest funkcja
graniczng, a p(-) jest funkcja o wlasnosciach podobnych do tych, jakie ma funkcja ka-
ry wykorzystywana w optymalizacji z ograniczeniami [113]. Zaklada si¢ wiec speienie
warunku:

ply) = {0 dlay =0 (8.77)

>0 dlay>0.

Funkcja p(-) powinna by¢ dobrana tak, aby warto$é gestosci prawdopodobietistwa szybko
malala wraz ze wzrostem wartosci funkcji granicznej g. Wilasnosé ta pozwala na zacho-
wanie polozenia modéw gestosci ¢y. Ponadto dobér p(-), jak 1 wspdlezynnika p powinny
ulatwia¢ implementacje¢ algorytmu M-H. Oczywiscie podstawowym wymaganiem jest, aby
dla punktu startowego x(©, ¢,(x(?)) bylo dodatnie.

Przyklad 8.1: Rysunek 8.2 przedstawia funkcje gestosci rozktadu prawdopodobieristwa
otrzymane w wyniku modyfikacji gestosci standardowego rozktadu normalnego za pomoca
wzoru (8.76). Wykres na rysunku 8.2 (a) przedstawia gesto$¢ uzyskana dla liniowej funkgji
granicznej (por. (7.21)) G(u) = V2 -3 — u; + ug, z parametrami modyfikujacymi gestos¢
rozktadu prawdopodobieristwa o wartosciach: ¢; = 6.89¢ — 3, © = 8.0. W punktach, gdzie
G(u) > 0, funkcja kary ma posta¢ p(y) = y. Na rysunku 8.2 (b) zamieszczono wykres
zmodyfikowanej gestosci prawdopodobieristwa (8.76) dla nieliniowej funkgcji granicznej (por.
(7.22)) G(u) = log(®(—uq)) +1og(P(—us)) +5.0 z parametrami: ¢; = 6.27¢ — 2, = 3.0. W
tym przypadku funkcja kary dla dodatnich wartosci funkcji granicznej ma posta¢ p(y) = 4°.
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RyYSUNEK 8.2. Modyfikacja standardowego rozkladu normalnego za pomoca wyrazenia
(8.76), (a) - qi(u) = (6.89¢ —3) Lexp(—8.0(v/2 * 3 — uy + u2))pu(u), (b) - q(u) =
(6.27e — 2) " exp(—3.0(log(P(—u1)) + log(®(—u2)) + 5.0)2) ¢, (u).

Oszacowanie prawdopodobieristwa awarii na podstawie realizacji taricucha Markowa
(XM XM 7 rozkladem réwnowagi o gestodci ¢(x)/c, mozna uzyskaé za pomocy
estymatora importance sampling (2.49), ktéry w tym przypadku przyjmuje postaé

Py g = Z Ip, (X (X(n)/>c (8.78)

Jezeli ¢ ma postaé¢ (8.76), a funkcja kary spelia warunek (8.77), to wyrazenie (8.78)
mozna przedstawic¢ jako

N

_ 1 n

Py =iy > I, (XM). (8.79)
n=1

Tak wiec oszacowanie prawdopodobienistwa awarii za pomocg proponowanego podejscia
wymaga rozwigzania dwoch zadan: oszacowania wartosci oczekiwanej funkcji charaktery-
stycznej obszaru awarii wzgledem rozkladu o gestosci ¢; oraz oszacowania statej normali-
zujacej gestosé ¢, na podstawie algorytméw przedstawionych w podrozdziale 8.7.
Efektywna realizacje podejscia, ktére okredla estymator (8.79) mozna uzyskaé wy-
korzystujac metody AIS i LIS. Przypomnijmy, ze metody te pozwalajg na oszacowanie
ilorazu statych normalizujacych r = cx/cq. Niech cx bedzie staly normalizujacy gestosé
prawdopodobieristwa qx okreslong przez (8.76) ze wspélczynnikiem kary pg. Ponadto
przyjmijmy, ze c; jest stalg normalizujaca gestosé standardowego rozkladu normalnego,
ktérg réwniez mozna okreslié za pomocy (8.76) ze wspélezynnikiem kary pq = 0; oczy-
wiscie ¢; = 1. Sekwencje posrednich rozkladéw prawdopodobieristwa ¢o, ..., qx_1, ktéra
jest podstawg, oszacowania prawdopodobienstwa awarii za pomocg AIS i LIS, mozna zde-
finiowa¢ na podstawie (8.76) poprzez sekwencje parametréw kary: 0 < pg < -+ < fig_1.
Korzystajac z tej sekwencji mozemy oszacowaé stalg normalizujaca w (8.79).
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Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii za pomocg metody AIS uzyskuje si¢ na pod-
stawie estymatora:

(X)) (X5 (X))
eu(X) (X5 T g (XB )

N
_ 1 n
Pras = > I, (X)) , (8.80)
n=1

gdzie Xg?) n =1,...,N jest probg losows z rozkladu o gestosci qg, ktorg otrzymano
wydluzajac o jeden krok algorytm AIS ze strony 149.

W przypadku metody LIS prébe losows o gesto$ci qx mozna otrzymaé generujac
faricuch Markowa, ktéry rozpoczyna si¢ od punktu przejscia z proby o gestosci qx 1. Tak
wigc estymator prawdopodobieristwa awarii, ktéry jest srednig oszacowan otrzymanych
za pomocy M przebiegéw metody LIS okresla si¢ jako:

M ,(m) Ny
" 1 TLis (&™)
Prris = M; i ;[Qf(XK ) (8.81)
gdzie f(ﬁg sg oszacowaniami ilorazu ck /c; na podstawie (8.74), a X&? (m), 1=0,...,nk,
m = 1,..., M, sa stanami realizacji tancucha Markowa, m-tego przebiegu algorytmu,

wygenerowanej z rozktadu o gestosci gk .

8.9. Ocena bledu oszacowania za pomoca metody bootstrap

Oszacowanie wariancji estymatora prawdopodobienstwa awarii, uzyskanego klasyczny-
mi metodami Monte Carlo, opiera si¢ na prawdziwosci centralnego twierdzenia granicz-
nego dla éredniej empirycznej funkeji charakterystycznej obszaru awarii (por. 2.3.6). W
przypadku estymatoréow stalych normalizujgcych, oméwionych w podrozdziale 8.7, przyj-
mowanie zalozenia, ze majg one asymptotycznie rozklad normalny jest nieuzasadnione.
Co prawda pokazano, ze w pewnych szczegdélnych przypadkach rozktady prawdopodo-
bieristwa tych estymatoréw dazg do rozktadu normalnego [77, 85], to jednak analiza ich
zachowania asymptotycznego jest konieczna dla nierézniczkowalnych gestosci prawdopo-
dobienstwa, spotykanych w sformutowaniach analizy niezawodnosci przedstawionych w
podrozdziale 8.8.

Alternatyws dla oszacowania btedu wykorzystujacego asymptotyczne wlasnosci esty-
matora sg metody polegajace na generowaniu préb losowych, ktérych elementy sg po-
wtérnie losowane z analizowanej préby losowej. Dla kazdej z otrzymanych préb mozna
wyznaczy¢ poszukiwane oszacowanie. W ten sposéb otrzymuje si¢ prébe losows wartosci
estymatora, ktéra pozwala wyznaczyé¢ przyblizenie jego rozktadu prawdopodobienstwa, a
co za tym idzie, jego obcigzenie, wariancje oraz przedzialy ufnosci. W tym podrozdziale
przedstawiony zostanie jeden z podstawowych algorytméw wykorzystujacych omawiane
podejécie tzw. metoda bootsrap [31].

Przyjmijmy, ze w celu wyznaczenia poszukiwanego oszacowania postugujemy si¢
statystyka ¢, ktora jest funkcja niezaleznej N-elementowej proby losowej: X =
(XM, X XM g rozkladu F.
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Badanie wlasnosci oszacowania ¢g(X) za pomocg metody bootstrap sktada sie z naste-
pujacych krokéw:

e Wygenerowanie tzw. prob losowych bootsrap Z,, = {Z%), z,?), cee ZS,]@V)}, m =
1,..., M, ktére sa otrzymywane poprzez losowanie ze zwracaniem elementéw proé-
by X. Elementy proby Z,,, m = 1,..., M mozna wiec okresli¢ jako: Zr = X k)
n=1...,N, k~U,...,N), gdzie U(1,...,N) jest rozkladem jednorodnym
okreglonym na zbiorze indekséw {1,..., N}.

e Wyznaczenie préby losowej sktadajacej si¢ z wartosci statystyki dla préb bootsrap:
G ={y(Z1),...,9(Zn)}

e Analiza rozktadu prawdopodobienstwa préby losowej G.

Wartosci dystrybuanty empirycznej statystyki g otrzymuje si¢ za pomocg wyrazenia

1 M
Fyw) =+ M1
m=1

Oszacowanie wariancji statystyki, ktére jest rOwnowazne oszacowaniu wariancji estyma-

=

(8.82)

tora, okresla si¢ nastepujacym wzorem

Var(g Z g(Z (% g (zm)> . (8.83)

Na podstawie préby bootstrap mozna réowniez oszacowaé przedzial ufnosci estymatora.
Wyznaczajac kwantyle empiryczne rozkladu statystyki ¢(p), rzedu p; = %(1 —C)ips =
%(1 + (), otrzymujemy przedzial [G(p;), G@(p2)] o poziomie ufnosci C'.

Metoda bootstrap pozwala réwniez uzyskaé oszacowanie obcigzenia estymatora 7'(X),
ktore okresla si¢ jako

Bias(g Z g(Z (X). (8.84)

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenie moze by¢ réwniez wykorzystane do oszacowania obcia-
zenia estymatora, ktérego wlasnoéci asymptotyczne sg znane, wynikajgcego np. z malej
liczby elementéw préby losowe;.

Jak wspomniano wczesniej metoda bootstrap moze by¢ stosowana jezeli préba lo-
sowa uzywana w oszacowaniu jest niezalezna. Bootstrap w przedstawionej formie nie
moze byé¢ wiec wykorzystana w przypadku préby losowej otrzymanej za pomoca MCMC.
W literaturze mozna znalezé propozycje modyfikacji metody bootstrap, ktére pozwalajg
zastosowaé jg do analizy realizacji proceséw stochastycznych [11], [57]. Zasadniczo mo-
dyfikacje te sprowadzaja sie do wprowadzenia procedury powtdérnego losowania, ktéra
pozwala zachowaé strukture autokorelacji procesu. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze zasto-
sowanie bootstrap do analizy proceséw stochastycznych jest bardziej skomplikowane i
niestety mniej efektywne niz w przypadku préb niezaleznych.

Jedno z podejs¢ do implementacji metody bootstrap w analizie proceséw stochastycz-
nych wykorzystuje losowanie ze zwracaniem blokéw kolejnych stanéw zaobserwowanej
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realizacji Y = {YM, Y® Y™} Laczenie danych w bloki zachowuje korelacje mie-
dzy elementami préby bootstrap. Tzw. blokowa metoda bootstrap (ang. block bootstrap)
ma wiele odmian - w zaleznos$ci od sposobu, w jaki losowane sg bloki. W metodzie
MBB (ang. Moving Block Bootstrap) losuje si¢ ze zwracaniem nachodzace na siebie bloki
B(i, 1) = {Y®D, YHD  yOE+H=Dy 5 =1 N —1+1,1<1< N. Realizacje metody
bootstrap
Sn(l) = {B(I,1),B(I3,1),...,B(I, 1)}
- {Y(Il)’ YY) oy )y (=) y () ’Y(IkJrlfl)}’

(8.85)
gdzie m = 1,..., M otrzymuje sie laczac bloki zgodnie z indeksami I; = 1,..., N — [+ 1,
ktore wylosowano ze zwracaniem z rozktadu jednorodnego. Dla uproszczenia zatozymy,
ze N = k- 1. Jezeli statystyka g jest ciggly funkcjg wartosci $redniej realizacji procesu
Y = % ZnNzlY(") to estymatory obcigzenia i wariancji metody MBB sg odpowiednio
postaci [63]:

Biaslo.) = 27 9 0(Sull) — g (Y), (356

1

Var(g,l) = Z (Zg ) . (8.87)

Efektywnosé oszacowanm(S 86), (8.87) zalezy od doboru dlugosci blokéw [. Zbyt mala
dtugosé¢ blokéw powoduje obcigzenie oszacowania, natomiast zbyt duza zwicksza warian-
cje. Zagadnienie doboru dlugosci blokéw w zaleznosci od korelacji procesu i wlasnosci
estymatora zostalo oméwione np. w pracy [63].

8.10. Optymalizacja algorytmu Metropolis-Hastings do zasto-
sowan w analizie niezawodno$ci

Zagadnienie efektywnej implementacji algorytmu MCMC bylo juz omawiane w pod-
rozdziale 8.5. Jednak przytoczone tam wyniki zostaly uzyskane przy zalozeniu, ze funkcje
gestoscei rozkladu prawdopodobienistwa spelniajg pewne warunki gladkosci. Problem efek-
tywnej implementacji algorytmu M-H dla nieciagtych rozkladéw prawdopodobieristwa,
poza bedacy ciagle w przygotowaniu praca, [85] nie byt dotad poruszany w literaturze.
Zauwazmy, ze problem ten jest szczegdlnie istotny w przypadku zastosowania MCMC
w analizie niezawodnosci. Jest tak poniewaz gestosci rozkladéw, ktérych wykorzystanie
jest proponowane (8.76), nie sg rézniczkowalne, a w zasadzie sg, przyblizeniami rozktadéw
nieciggtych. W tym podrozdziale zostanie przedstawiona numeryczna optymalizacja algo-
rytmu przypadkowego bladzenia (roz. 8.4.1) zastosowanego do generowania préby losowej
z rozkladéw (8.76). Otrzymane wyniki pozwolity wyciggnaé¢ pewne wnioski przydatne w
implementacji metod szacowania statych normalizujacych (roz. 8.7).

Rozwazmy algorytm przypadkowego bladzenia z zaburzeniem losowym (8.26) o roz-
kladzie normalnym z macierzg kowariancji oI, a wiec taki, jak w podrozdziale 8.5.2,
gdzie omawiano efektywnos¢é M-H dla gladkich gestosci prawdopodobieristwa.
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RYSUNEK 8.3. Wykresy funkcji exp(—5.0- vk Zle u;) -y (1), wzdhuz prostej u = 8, -1/VEi.
Dla p = 0 zmieniono skale tak aby utatwi¢ poréwnanie wykreséw.

Przyjmijmy, ze rozwazany problem analizy niezawodnosci jest okreslony w gaussow-
skiej przestrzeni standardowej, a funkcja graniczna ma postaé hiperptaszczyzny (7.21) ze
wspotczynnikiem 3 = 5.0. Ponizsze obliczenia wykonano dla przypadkéw okredlonych w
k = 5,10, 20, 30,40, 50 wymiarach.

Zmodyfikowana, gestosé prawdopodobienistwa zdefiniowano zgodnie ze wzorem (8.76),
wykorzystujac funkcje kary p(y) = y. Dobierajac wspélezynnik funkeji kary o wartosciach
1= 0,10,15,20, 40, 80 otrzymano funkcje gestosci o réznym stopniu niecigglosci. Nieznor-
malizowane wykresy tych funkcji, wzdhiz prostej u = 3, - 1/ Vki, zostaly przedstawione
na rysunku (8.3).

Wiasnosci gestosci prawdopodobieristwa (8.76) zmieniaja si¢ w zaleznosci od wspoél-
czynnika funkcji kary. W rozwazanym zadaniu p = 0 okresla gladks gestosé standardowe-
go rozktadu normalnego, a u — oo definiuje gestosé standardowego rozktadu normalnego
obcietego do obszaru awarii wyznaczonego przez funkcje graniczng —5.0 - Vk Zle Uj.

Optymalne wartosci odchylenia standardowego rozkladu pomocniczego o zostaly wy-
znaczone za pomocs, algorytmu przedstawionego w podrozdziale 8.6.2 poprzez maksyma-
lizacje oczekiwanego kwadratu dlugosci przejécia (8.46). Prezentowane wyniki sg srednimi
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RysuNEk 8.4. Optymalne wartosci odchylenia standardowego rozktadu pomocniczego o, w
przypadku réznych wartosci wspétezynnika funkeji kary p.

uzyskanymi po przeprowadzeniu 20 eksperymentéw dla kazdej z kombinacji liczby wymia-
row k i parametru p.

Wykresy optymalnych wartosci o, dla rozkladéw celu o gestosci prawdopodobienistwa
okreslonych przez parametr = 0, 10, 15, 20, 40, 80, przedstawia rysunek 8.3.

Wykres dla = 0, odpowiada krzywej 2.38/ Vk, a wiec jest zgodny z wynikami
cytowanymi w podrozdziale 8.5.2 na podstawie pracy [43].

Jak widzimy na rysunku (8.3), w przypadku rozwazanego zadania p = 80 zapewnia
juz do$¢ dobre przyblizenie optymalnego rozkitadu importance sampling. Tak wiec w
zaleznosci od gladkosci gestosci prawdopodobieristwa rozkladu celu optymalne wartosci o
przyjmujg wartosci miedzy krzywa dla =01 g = 80 (w przyblizeniu).

Zakres zmiennosci oczekiwanego wskaznika przejsé a (8.37), dla optymalnych wartosci
o okreslaja dwie pogrubione linie na rysunku 8.5. Ograniczenie gérne stanowi wykres a
dla p = 0, ktéry wraz z rosnacg liczbg wymiaréw zbiega do wartosci ~ 0.240. Otrzyma-
na warto$¢ graniczna jest nieco wigksza niz 0.234, ktéra jest podawana w podrozdziale
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RyYSuUNEK 8.5. Wartosci oczekiwanego wskaznika przej$é dla optymalnych implementacji przy-
padkowego bladzenia.

8.5.2 jako optymalna w przypadku gladkich gestos$ci prawdopodobieristwa. Przyblizenie
dolnego ograniczenia zmiennosci a stanowi wykres uzyskany dla p = 80, ktory wydaje
si¢ by¢ zbiezny z dotu do wartosci ok. 1.85. Tak wigc, w przypadku rozwazanych niecig-
glych gestosci prawdopodobienistwa optymalne wartosci a sg mniejsze niz dla rozkltadu
normalnego i zblizone do wartosci 0.13, ktéra zostala podana w podrozdziale 8.5.2.

Zauwazmy, ze oszacowanie stalych normalizujacych na podstawie wyrazenia (8.71)
wymaga préb losowych z rozktadéw o gestosciach okreslonych réznymi wartosciami pa-
rametru p. Oczywiscie moze si¢ okazaé, ze nie jest mozliwe wyznaczenie optymalnych
parametrow rozkladu pomocniczego w przypadku kazdej wartosci . Podjeto wiec préobe
oceny efektywnosci omawianej implementacji przypadkowego bladzenia z nieoptymalnym
parametrem o, zastosowanego do wyznaczenia wielkodci wystepujacych w (8.71).

Przeprowadzono nastepujacy eksperyment. W celu otrzymania proby losowej z rozkia-
du okreslonego przez p = 80 wykorzystano o*, ktére jest optymalne dla gladkiej funkcji
gestosci prawdopodobienstwa z parametrem p = 0. Natomiast, w przypadku rozktadu
zdefiniowanego przez p = 10 zastosowano o, - optymalne dla ¢ = 80. Do poréwnania
rozwazanych implementacji przypadkowego btadzenia wykorzystano efektywnosé oszaco-
wania (8.35) wartosci oczekiwanej odlegltosci punktu od poczatku uktadu wspéhrzednych:
gs(u) = u’Tu. Parametr ten wybrano, poniewaz jest on argumentem funkcji gestosci
prawdopodobieristwa wystepujacych we wzorze (8.71).

W przypadku rozkladu prawdopodobienistwa okreslonego przez p = 80 wyznaczono
effgg dla rozkladu pomocniczego z parametrami o*, oraz gf\fso dla rozkladu pomocniczego
z parametrami og.

W przypadku rozkladu okreslonego przez p = 10 wyznaczono efektywnosé eff;y dla
rozktadu pomocniczego z oy, i eff1o 7 oo
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RYSUNEK 8.6. Poréwnanie efektywnosci nieoptymalnych implementacji przypadkowego bta-
dzenia.

Rysunek 8.6 przedstawia wykresy effgg/ e/Ego oraz eff1y/ gElO w zaleznosci od liczby wy-
miarow. Jak widzimy, zastosowanie ¢ optymalnego dla funkcji gltadkich do generowania
proby losowej z obcietej gestosci prawdopodobieristwa powoduje mniejszy spadek efek-
tywnosci niz zastosowanie o optymalnego dla ;1 = 80 do gestosci okreslonej przez pu = 10,
ktora definiuje gestosé o cechach posrednich. Tak wigc w przypadku koniecznosci gene-
rowania préb losowych z rozkladéw okreslonych przez rézne wartosci u, rozsadne wydaje
sie zastosowanie wartosci o optymalnych dla funkcji gtadkich. Wniosek ten jest bardzo
wygodny, gdyz uzasadnia wykorzystanie wartosci parametréw, ktorych wartosci sg znane.

Przyklad 8.2: Ocena efektywnosci metody AIS i LIS.

W przyktadzie 7.2 pokazano, ze implementacja metody wzajemnej entropii, ktéra wykorzy-
stuje rozktad normalny z jednostkowa macierza kowariancji, jest nieefektywna w przypadku sil-
nie nieliniowej powierzchni granicznej z dodatnia krzywizna. W tym przyktadzie przedstawimy
zastosowanie metod AlS i LIS do oszacowania prawdopodobieristwa obszaru awarii okreslonego
taka powierzchnia graniczna.

Przyjmujac liniowa funkcje kary we wzorze (8.76), posrednie gestosci prawdopodobieristwa
w przypadku funkgji granicznej (7.23) sa okreslone wyrazeniem:

41(U) = exp(—pu(3_ I [®(=Ti)] /A + C)u(U) (8.88)
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! d=5|d=10|d=20|d=30|d=40|d=50
o| 1.074 | 0.756 | 0.532 | 0.432 | 0.373 | 0.335

0.0 | a| 0283 | 0258 | 0.246 | 0.243 | 0.244 | 0.242
o 0980 | 0.719 | 0.531 | 0.428 | 0.368 | 0.328

10.0 | a | 0.265 | 0.247 | 0.248 | 0.235 | 0.238 | 0.240
o] 0.89 | 0.659 | 0.486 | 0.403 | 0.350 | 0.320

15.0 | a | 0.213 | 0.220 | 0.223 | 0.227 | 0.232 | 0.227
o | 0859 | 0.634 | 0469 | 0.392 | 0.341 | 0.308

200 | a | 0.183 | 0.196 | 0.208 | 0.212 | 0.221 | 0.224
o | 0823 | 0.607 | 0450 | 0.375 | 0.329 | 0.297

40.0 | @ | 0.141 | 0.1539 | 0.176 | 0.188 | 0.195 | 0.202
o | 0821 | 0.600 | 0.444 | 0.370 | 0.325 | 0.296

80.0 | @ | 0.124 | 0.142 | 0.161 | 0.172 | 0.180 | 0.184

TABLICA 8.1. Efektywnos¢ algorytmu M-H dla zmodyfikowanego liniowego obszaru awarii.

W celu oszacowania prawdopodobieristwa awarii za pomoca algorytméw AlS i LIS, odpowied-
nio na podstawie estymatoréw (8.80) i (8.81), nalezy rozwigza¢ dwa zagadnienia: pierwsze z
nich dotyczy doboru posrednich gestosci prawdopodobieristwa, a drugie przyjecia parametréw
rozktadu pomocniczego. W omawianym zadaniu posrednie gestosci prawdopodobienstwa sa
okreslone przez sekwencje parametréw g, k = 1,..., K. Na podstawie przeprowadzonych
testéw numerycznych stwierdzono, ze w tak sformutowanym zadaniu liniowa sekwencja jui
nie zapewnia zadowalajacej efektywno$ci oszacowania. Dobre wyniki otrzymano w przypadku
sekwencji pp = po2%*, k = 1,..., K, gdzie uy jest stata zalezna od parametru funkgcji gra-
nicznej C, a ¢, sa réwnomiernie rozmieszczone w przedziale [—12, 0]. Korzystajac z wnioskéw
przedstawionych w podrozdziale 8.10, w prezentowanych testach numerycznych jako rozktad
pomocniczy przyjeto rozktad normalny o niezaleznych sktadowych z odchyleniami standardo-
wymi 2.38/+/20.

Dylematem jaki nalezy rozstrzygna¢ implementujac metody AIS i LIS jest przyjecie liczby
posrednich rozktadéw prawdopodobieristwa K. Mozna przypuszczaé, ze dtuzsze sekwencje po-
zwola na otrzymanie oszacowania o zadanej doktadnosci w mniejszej liczbie przebiegéw algo-
rytmoéw. Jednak z drugiej strony, wieksza liczba przebiegéw powinna pozwoli¢ lepiej uwzgled-
ni¢ wiasnosci obszaréw awarii o skomplikowanym ksztatcie. Rysunek 8.7 przedstawia wykresy
efektywnosci AIS wykorzystujacej sekwencje o réznej dtugosci do oszacowania prawdopodo-
bieAstwa obszaru awarii, ktdry jest okreslony w 20 wymiarach przez funkcje graniczna (7.22)
z parametrem C' = 41.05. W tym eksperymencie najbardziej efektywne okazaty sie przebiegi
algorytmu wykorzystujace sekwencje rozktadéw posrednich o dtugosci 20000. Pozwalaja one
na oszacowanie prawdopodobiefstwa awarii ze wspétczynnikiem zmiennosci 0.1 po wykonaniu
ok. 225000 symulacji. Poniewaz oszacowanie za pomoca przebiegu o dtugosci 40000 jest mniej
efektywne, to wydaje sig, ze istnieje pewna optymalna dtugo$¢ sekwencji gestosci rozktadéw
prawdopodobienstwa.

Wyniki zastosowania metod AIS i LIS do oszacowania prawdopodobieristwa awarii, okre-
$lonego przez funkcje graniczna (7.22) w dwudziestowymiarowej standardowej przestrzeni nor-
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RyYsSUNEK 8.7. Dokladnos$é oszacowania w przypadku oszacowania za pomoca sekwencji o
réznych dtugosciach.

malnej, przedstawiono w tablicy 8.2. Metody te pozwalaja na dobre oszacowanie nawet ma-
tych prawdopodobienstw awarii, jednak koszty numeryczne ich zastosowania sa bardzo duze.
W ostatnim wierszu tablicy 8.2 zamieszczono przewidywane koszty numeryczne uzyskania od-
powiednich oszacowar o wspdtczynniku zmiennosci 0.1 za pomoca klasycznej metody Monte
Carlo. Jak widzimy, w przypadku prawdopodobieristwa awarii rzedu 10~ 3 klasyczny algorytm
jest bardziej efektywny niz AIS i LIS. Jednak wraz ze zmniejszaniem sie prawdopodobieristwa
awarii stosowanie proponowanych metod staje sie coraz bardziej atrakcyjne.

Ze wzgledu na mata liczbe elementédw w prébach losowych, wspédtczynniki zmiennosci w
tablicy 8.2 wyznaczono metoda bootstrap (por. 8.9).

W omawianym przyktadzie, czasy oblicze za pomoca metod AIS i LIS zostaty skrécone
dzigki réwnolegtemu wykonaniu przebiegéw algorytmdéw. W przypadku statystycznych obliczen
réwnolegtych, konieczne jest postuzenie sie generatorem liczb losowych zapewniajacym brak
korelacji miedzy sekwencjami liczb losowych, ktére sa generowane w réznych procesach. Wy-
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korzystano w tym celu interfejs rsprng [67] srodowiska R [90] do réwnolegtego skalowalnego
generatora liczb losowych SPRNG [72].

C 36.720 41.050 45.067 48.932
Py 1073 10~4 107° 1076
16 3.093 3.722 4.268 4.765
Metoda AIS

K 20000 20000 30000 80000
140 60 60 60 80
M 10 12 15 8

é 0.0991 0.0981 0.0937 0.0932

Py 0.994-1073 | 0.984-107* | 0.995-107° | 0.963 - 1076
K-M 0.2-10° 0.24 -1 0° 0.45 - 106 0.64 - 10°

Metoda LIS
K 75 100 200 200
140 60 60 60 80
n 200 200 200 200
M 16 16 10 12
é 0.1022 0.105 0.0994 0.0923

Py 0.957-1073 | 1.061 -10~* | 1.007 - 1075 | 1.006 - 10°
K-M| 0.24-10° 0.32 -1 (° 0.4-10° 0.48 - 10°
MC 0.1-10° 1.0-10° 10.0 - 10° 10.0 - 107

TABLICA 8.2. Ocena efektywnosci metod LIS i AIS w przypadku nieliniowej funkcji granicznej
z dodatnig krzywizna,.
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RYSUNEK 9.1. Schemat $ciskanej pétki dwuteownika.

W tym rozdziale przedstawimy wykorzystanie zaproponowanych metod analizy nieza-
wodnoéci do oszacowania prawdopodobienstwa awarii $ciskanej potki dwuteownika z im-
perfekcjami geometrycznymi. W praktyce jako model takiego elementu konstrukcyjnego
przyjmuje sie pltyte swobodnie podparta wzdluz trzech brzegéw. Imperfekcje geometrycz-
ne w postaci odchylek powierzchni srodkowej nie maja tak istotnego wptywu na nosnosé
graniczng plyt, jak w przypadku pretéw czy powlok. Jednak, Sciskanie silg blisks kry-
tycznej jednostronnie podpartych pasm pltytowych z imperfekcjami powoduje powstanie
przemieszczen ich swobodnego brzegu. Tak wiec, w tym zadaniu okreslimy prawdopodo-
bienstwo przekroczenia dopuszczalnej wartosci przemieszezen w kierunku normalnym do
powierzchni §rodkowej, ktére jest wynikiem duzego naprezenia Séiskajacego.

Wymiary oraz schematy obcigzenia i podparcia modelu analizowanego elementu kon-
strukcyjnego zostaly pokazane na rysunku 9.1. Ze wzgledu na przyjete wymiary: szerokosé
b = 0.2m oraz grubos¢ ¢ = 0.01m, zgodnie z PN-90/B-03200 przekréj z taka $cianka nale-
zy do klasy 4, a wigc traci nosnos¢ przy naprezeniach $ciskajacych mniejszych od granicy
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RYSUNEK 9.2. Wariancja warunkowego pola losowego, bedacego modelem imperfekcji pétki
dwuteownika.

plastycznodci. Przyjmujac, ze element jest wykonany ze stali o wytrzymatosci obliczenio-
wej 235 MPa, smuklo$é wzgledna $cianki wynosi (zgodnie z PN-90/B-03200 wzér (7)):

. 020 2.2+08 /235 L1
P01 56 215

Zgodnie z tablicg 9 w PN-90/B-03200, w przypadku $cianki o takiej smuktosci wzglednej

warto$¢ wspétczynnika niestatecznosci miejscowej wynosi: ¢, = 0.67. Na podstawie wzoru
(9) w PN-90/B-03200 mozna okresli¢ wartosé¢ najwigkszego naprezenia normalnego, ktéra
spelia warunek statecznosci lokalnej: o. < 0.67 - 235 = 157.45MPa.

Jako model imperfekcji geometrycznych przyjeto gaussowskie pole losowe W (z), z €
{[0.0,3.0] x [0.0,0.2]}, ktérego realizacje spehiaja warunki brzegowe podparcia. Pole to
zostalo zdefiniowane przy pomocy metody przedstawionej w rozdziale 4. Za podstawe
modelu przyjeto stacjonarne gaussowskie pole losowe H(z), z € {[0.0,3.0] x [0.0,0.2]}, o
zerowej wartosci oczekiwanej py = 0 i anizotropowej funkcji kowariancji:

1 (2 2 251)29 251)252)
K = — . 1
u (zM,2%) = of exp 022 + 032 (9.1)

Pole W zdefiniowano warunkujac pole H na jego wartos$ciach réwnych zero w szesciu,

réwnomiernie rozmieszczonych, punktach na kazdym z krétszych brzegéw i 40, réwniez
rownomiernie rozmieszczonych, punktach na brzegu dituzszym. Wykres wzglednej warian-
cji tak okreslonego warunkowego pola losowego W przedstawia rysunek 9.2.
Dyskretyzacje pola losowego W uzyskano za pomocg metody EOLE (roz. 4.4). Wyko-
rzystano w tym celu 240 wartosci pola losowego rozmieszczonych w weztach siatki 40 x 6.
Prezentowane w dalszej czeéci przykladu wyniki obliczet numerycznych otrzymano za
pomoca pierwszych 18 wyrazéw rozwiniecia EOLE. Jak mozna zobaczy¢ na rysunku 9.3,
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RYSUNEK 9.3. Blad dyskretyzacji pola losowego imperfekcji geometrycznych.

pomimo tak malej liczby zmiennych losowych blad dyskretyzacji (4.89) nie przekracza
3.5%. Wykresy wybranych funkeji ksztaltu metody EOLE zamieszczono na rysunku 9.5.
Zauwazmy, ze skladowe generowanych realizacji pola losowego spetiaja warunki brzego-
we podparcia. W omawianym modelu pierwszych 18 funkcji wlasnych ma postaé coraz
gestszych fal wzdluz dhuzszego boku plyty. Najbardziej ztozony przypadek tego typu od-
powiada osiemnastej funkcji rozwiniecia (Rys. 9.5(d). W przypadku kolejnych funkcji
wtasnych pojawiajg sie bardziej ztozone formy odksztatcenia wzdtuz krétszego boku ply-
ty. Funkcje ksztaltu tego rodzaju przedstawia rysunek 9.5(e). Zwréémy uwage, ze jest to
odpowiednik trzeciego wektora wlasnego (Rys. 9.5(c), jednak jego wartosci sg kilkakrotnie
mniejsze.

W omawianym przyktadzie, jako funkcje graniczng przyjeto przekroczenie dopuszczal-
nej wartosci vgop = 0.02[m] przez przemieszczenie v w kierunku normalnym do powierzch-
ni srodkowej plyty:

~

max [v(W (U, z),z)| .

Vdop

g(U)=1-

(9.2)

Za pomocy U we wzorze (9.2) oznaczono standardowy wektor normalny rozwinigcia
EOLE. Jak wspomniano, w rozwazanym zadaniu jest on okreslony w osiemnastu wy-
miarach. Zauwazmy, ze w przypadku realizacji imperfekcji, ktére sg swoimi odbiciami
wzgledem osi symetrii plyty, funkcja graniczna (9.2) przyjmuje takie same wartosci. Z
wiasnosci tej wynikajg symetrie obszaru awarii wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych
przestrzeni zmiennych losowych. W przypadku rozwazanego zadania mozna przypusz-
czaé, ze powierzchnia graniczna ma ksztalt symetrycznej nieregularnej bryty. Jakosciowo
problem ten ilustruje rysunek 9.4, gdzie przedstawiono wykres maksymalnego przemiesz-
czenia normalnego w funkcji dwdéch pierwszych zmiennych losowych dyskretyzacji EOLE.
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RYSUNEK 9.4. Maksymalne przemieszczenie normalne w funkeji dwéch pierwszych zmiennych
losowych dyskretyzacji EOLE.

Oszacowanie prawdopodobienistwa awarii w analizowanym przypadku jest trudnym pro-
blemem, gdyz wymaga uwzglednienia co najmniej kilku lokalnych maksiméw gestosci
prawdopodobienistwa w obszarze awarii.

Obliczenia statyczne w tym przykladzie wykonano za pomoca programu metody ele-
mentéw skoriczonych FEAPpv [118]. Wykorzystano w tym celu 960 elementéw powloko-
wych na siatce 60 x 16.

W przykiadzie 7.2 pokazano, ze metoda wzajemnej entropii wykorzystujgca do genero-
wania préby losowej rozktad normalny o jednostkowej macierzy kowariancji jest nieefek-
tywna w przypadku silnie nieliniowych funkcji granicznych o dodatniej krzywiznie. Na
podstawie rysunku 9.4 wystapienia podobnego problemu mozna spodziewaé si¢ rowniez
w przypadku funkcji (9.2). Aby umozliwi¢ zastosowanie w omawianym zadaniu metody
wzajemnej entropii, stan graniczny okreslony przez (9.2) zastgpimy szeregowym syste-
mem awarii. W tym celu zdefiniujemy nastepujace funkcje graniczne

A

max(v(W (U, z),2z)|z € Z)

Vdop

gmaX<U,Z) — 1 o (93)
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oraz

gmin(U,Z) =1+

gdzie Z sg podzbiorami w obszarze definiujgcym ptyte {[0.0,3.0] x
dzielono wzdhuz jej diluzszego brzegu na pigé obszaréw: Z; = {z :
0.6 <2 <12}, 25 = {z
2.4 < z; < 3.0}. Teraz korzystajac z (9.3) oraz (9.4) mozna okresli¢ system

ZQI{Zi
Z5I{Z

szeregowy, ktorego prawdopodobienistwo awarii jest réwne prawdopodobienistwu awarii
okreslonej przez funkcje graniczng, (9.2):

min(v(W(U),

z)|z € 2)

Vdop

Y

1.2 < 2 < 18}, Z, = {Z :

P ({9(U) < 0}) = Py (U{gm(u z) <o) JUts(v.2) < 0}) .

9" (21) | 9"™(22) | 97™(Zs) | 97(24) | 97 (Zs)
1 1 2 3 4 5)
n; 4480 6784 5248 5952 3840
Bi 5.340 4.914 4.750 4,818 5.277
g™ (21) | g™N(22) | g™N(2s) | gMN(Z) | g™(2s)
0} 6 7 8 9 10
n; 3968 4160 4928 3648 5568
0; 5.232 5.422 5.097 4.970 5.370

[0.0,0.2]}. Plyte po-
0.0 < 2 < 0.6},
1.8 < 2 < 24},

TABLICA 9.1. Wyniki oszacowania parametréw metody wzajemnej entropii.

Prawdopodobienistwo awarii w wyrazeniu (9.5) oszacowano za pomocg metody impor-
tance Sampling na podstawie préby losowej z rozktadu o gestosci:

Z)\Zgouu I),

gdzie \; > 0, z;glAl = l,au,i=1,...,
sktadowych zmiennej U w obszarach awarii, ktére okreslono przez kolejne funkcje gra-
g (Z5), g™ Zy), . .., g™ (Z5). Wektory G} zostaly oszacowane za
pomoca metody wzajemnej entropii. W przypadku wszystkich funkeji granicznych przy-

(9.6)
10, sa wektorami wartosci oczekiwanych
niczne g™ (2),. ..

jeto nastepujace parametry algorytmu: p = 0.1 oraz é, = 0.005 (por. roz. 7.4). Liczby
symulacji, n;, ¢« = 1,...,10, jakich wymagalo oszacowanie z zadana, dokladnoscia, odpo-
1 = 1,...,10, zostaly przedstawione w tablicy 9.1. Poniewaz odleglosci od
srodka ukladu wspéhrzednych (wskazniki niezawodnosci) (;, punktéw af i = 1,...,10,
(tab. 9.1) maja, zblizone wartosci, to zdecydowano sie przyjaé¢ réwne wspétezynniki skla-
10. Z kazdego rozktadu
10 wygenerowano préby losowe zawierajace 1600 elemen-

wiednich u}

dowych gestosci prawdopodobienstwa w (9.6): \; =0.1,i=1,...,

o gestosci p(u,uf,I)i=1,...,

téw. Oszacowanie prawdopodobienstwa awarii (9.5) otrzymano za pomoca, estymatora
10 1600

(x4, 0,1)
Iy .
~ 101600 1600 Z; <0} (%) o ST 67

PfCE ({g(U) <0
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gdzie x;5, 1 = 1,...,10, 7 = 1,...,1600 sg elementami prob losowych. Obliczone w ten
spos6b prawdopodobienstwo awarii wyniosto Py, ({g(U) < 0}) ~ 3.217-107°%, ze wspét-
czynnikiem zmiennosci écrp = 0.0953. Tak wiec otrzymane oszacowanie, ktére mozna
postrzega¢ jako potaczenie préb losowych metody wzajemnej entropii, wymagato wyko-
nania 64576 symulacji.

Metody AIS i LIS powinny dawaé¢ dobre oszacowania prawdopodobieristwa awarii
nawet w przypadku skomplikowanych powierzchni granicznych (por. 8.7.4). Korzystajac
z estymatoréw (8.80) i (8.81), podjeto prébe rozwiazania omawianego zadania bezpo-
$rednio na podstawie funkcji (9.2). W przypadku metody AIS gestosci prawdopodobieti-
stwa okreslono za pomocg sekwencji parametréw ¢, = 12000 - 2"+ k& = 1,...,19999,
gdzie vy, sg réwnomiernie roztozone w przedziale [—12,0]. Po wykonaniu 32 przebie-
géw algorytmu, na podstawie (8.80) otrzymano oszacowanie prawdopodobienstwa awarii:
Py ;6 {9(U) <0}) ~ 3.108 - 1079, ktérego wspétezynnik zmiennosci oszacowany metods
bootstrap wyniost é4;¢ = 0.1095. Posrednie gestosci prawdopodobienistwa metody LIS
okreslono tak, jak w przypadku AIS, jednak bylo ich jedynie 99. Na kazdym z pozioméw
wygenerowano po 200 przejsé¢ tancucha Markowa. Poniewaz wykonano 32 przebiegi algo-
rytmu, to liczba wykonanych symulacji byta taka sama, jak w oszacowaniu metoda AIS.
Za pomoca wzoru (8.81) uzyskano nastepujace oszacowanie prawdopodobieristwa awarii:
Ps, s ({9(U) <0}) = 3.317- 107 o wspdlezynniku zmiennosci é75 = 0.1088.

W omawianym przykiadzie oszacowanie prawdopodobieristwa awarii, o takim samym
wspdétezynniku zmiennosci, wymagato dziesigciokrotnie wiekszej liczby symulacji w przy-
padku metod AIS i LIS niz za pomocg metody wzajemnej entropii. Jednak metody
generujace taricuchy Markowa nie wymagaly definiowania systemu awarii, a wymagane
naktady obliczeniowe byly kilkudziesieciokrotnie mniejsze niz w przypadku klasycznej
metody Monte Carlo.
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RYSUNEK 9.5. Wykresy "funkcji ksztaltu" dyskretyzacji EOLE imperfekcji pasa dwuteownika,
odpowiadajace kolejnym wartoscig wlasnym: (a) - 1 (wartosé wlasna), (b) - 2, (c¢) - 3, (d) - 18,
(e) - 21.
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Whnioski, spostrzezenia i kierunki dalszych
badan

Jednym z zagadnien przedstawionych w tej pracy jest zastosowanie metody wzajemnej
entropii i metod Markov chain Monte Carlo do oszacowania prawdopodobienistwa awarii.
Metoda wzajemnej entropii jest algorytmem symulacji rzadkich zdarzen, jej zastosowa-
nie w analizie niezawodnosci wymaga jedynie uwzglednienia charakterystycznej definicji
stanu granicznego. Pomimo zalet tego algorytmu, jakimi sa: eleganckie sformulowanie i
dobre opracowanie podstaw teoretycznych, wydaje si¢, ze autor jako pierwszy podjat pré-
be zastosowania metody wzajemnej entropii do wyznaczenia prawdopodobienstwa awarii
konstrukcji.

W celu zastosowania do analizy niezawodnosci metod generujacych tanicuchy Mar-
kowa, oszacowanie prawdopodobienstwa awarii sformutowano jako zadanie wyznaczenia
statej normalizujacej. Korzystajac z zaproponowanego podejscia, przedstawiono przykia-
dy oszacowania prawdopodobienstwa awarii, ktére okreslono w postaci ilorazu statych
normalizujacych funkcje gestosci prawdopodobienstwa parametréw losowych konstrukeji
obcieta do obszaru awarii i gestos$¢ standardowego rozktadu normalnego. W przykladach
wykorzystano algorytmy Annealed Importance Sampling i Linked Importance Sampling.
Do implementacji tych metod postuzono si¢ sekwencjami rozkladéw prawdopodobienstwa,
ktore zdefiniowano na podstawie funkcji granicznej.

Innym zagadnieniem omawianym w tej rozprawie jest modelowanie imperfekcji geo-
metrycznych za pomocg pdél losowych. Szczegdlng uwage poswigcono opracowaniu metody
definiowania pdl losowych, ktérych realizacje speliajg warunki brzegowe utwierdzenia.
Wykorzystano w tym celu warunkowanie jednorodnych pdél losowych na wartosciach ich
gradientu w punktach brzegowych.

Wymienione powyzej metody znalazly zastosowane w analizie niezawodno$ci elementu
konstrukcyjnego z imperfekcjami geometrycznymi. Opisujac rozwigzanie tego przyktadu,
zwrocono uwage na koniecznosé¢ uwzglednienia symetrii powierzchni granicznej zwigza-
nej z symetriami konstrukcji. Pominigcie tego problemu prowadzi do grubych btedéw
oszacowania prawdopodobienstwa awarii.

Jeden z rozdzialéw rozprawy poswiecono optymalizacji niezawodnosciowej konstrukeji
z uwzglednieniem dyskretnego charakteru zmiennych projektowych. Przedstawiono zasto-

171
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sowanie metody transformacji do ciagtej przestrzeni parametréw i metody kontrolowanego
przegladu, w celu rozwigzania zagadnien tego rodzaju. Efektywnosé obu algorytméw zo-
stala oceniona na przyktadach optymalizacji konstrukeji kratownicowych. Zaproponowa-
no réwniez sposoby poprawy efektywnosci tych metod, wykorzystujace charakterystyczne
wtasnosci zadania optymalizacji niezawodnosciowe;j.

Rozwazania i eksperymenty numeryczne zawarte w tej pracy sktaniajg do sformulo-

wania nastepujacych wnioskow.

1. Metoda wzajemnej entropii moze by¢ efektywnie zastosowana w analizie nieza-
wodnosci konstrukeji. Algorytm ten pozwala na oszacowanie prawdopodobienistwa
awarii w przypadkach, gdy funkcja graniczna jest nierézniczkowalna, nieciggta badz
zaszumiona. Wykorzystywana w tej metodzie iteracyjna procedura oszacowania pa-
rametrow rozktadu prawdopodobienstwa, z ktorego generowana jest proba losowa,
wymaga dodatkowych obliczen funkcji granicznej. Jednak w wigkszosci przypadkéw,
catkowity koszt obliczert numerycznych za pomocy tego algorytmu, do oszacowania
prawdopodobienistwa awarii konstrukcji, jest mozliwy do zaakceptowania.
Prezentowane przyktady pokazaly, ze analizowane sformulowanie metody wzajem-
nej entropii z rodzing rozktadéw normalnych o jednostkowej macierzy kowariancji i
zmiennej wartosci oczekiwanej jest malo efektywne, gdy powierzchnia graniczna ma
silnie dodatnig krzywizneg. Sposobem rozwigzania tego problemu moze by¢ zasto-
sowanie do generowania proby losowej rodziny bardziej ztozonych rozkladéw praw-
dopodobienistwa. Eefektywne wykorzystanie algorytmu wymaga, aby takie rozktady
spetnialy co najmniej dwa warunki: rozwigzanie zadania minimalizacji wzajemne;j
entropii wzgledem ich parametrow powinno by¢ mozliwe do uzyskania analitycznie,
a ponadto oszacowanie wartosci tych parametréw musi by¢ efektywne numerycznie.
W opinii autora, wlasnie ze wzgledu na trudnosci z oszacowaniem numerycznym,
trudnym do wykorzystania parametrem jest macierz kowariancji. W przypadku
duzej liczby wymiaréw, jej dokladne wyznaczenie wymaga przeprowadzenia wie-
lu symulacji, natomiast zbyt grube przyblizenia powodujg klopoty ze zbieznodcig
procedury iteracyjne;j.

W zadaniach, gdzie gestos¢ prawdopodobienistwa nie jest skupiona wokét jednego
punktu obszaru awarii, do generowania préby losowej metody importance sampling
wykorzystuje sie rozklady mieszane. Jednak ze wzgledu na specyficzne problemy;,
zwigzane z okresleniem parametréw rozkladéw mieszanych [18], wydaje sie, ze ich
zastosowanie w metodzie wzajemnej entropii moze okazaé si¢ trudnym problemem.

2. Prawdopodobienistwo awarii moze by¢ oszacowane za pomocg algorytméw symula-
cyjnych generujacych tancuchy Markowa. Konieczne w tym celu jest zastosowanie
metod stuzacych do wyznaczania staltych normalizujacych. Prezentowane przyktady
pokazaly, ze zastosowanie tego podejscia wigze sie z koniecznoscia wykonania duzej
liczby symulacji. Jednak metody Annealed Importance Sampling oraz Linked Im-
portance Sampling zostaly z powodzeniem wykorzystane do rozwiazania zadania, w
ktorym obszar awarii jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.
Przyktady testowe pokazaly ponadto, ze w przypadku malych prawdopodobienstw
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awarii efektywnos¢ tych algorytmow jest znaczgco wyzsza, niz tradycyjnej metody
Monte Carlo. Wydaje si¢, ze wykorzystanie metod Annealed Importance Sampling
i Linked Importance Sampling jest warte rozwazenia w przypadku zlozonych obsza-
row awarii o wielu punktach projektowych.

Dalsze prace nad zastosowaniem Annealed Importance Sampling i Linked Impor-
tance Sampling w analizie niezawodnoéci powinny dotyczyé¢ poprawy efektywnosci
oszacowania prawdopodobienstwa awarii. Zapewne duzg poprawe mozna osiggnaé
poprzez optymalizacje sekwencji posrednich gestosci prawdopodobienistwa. Warto w
tym celu dokladniej zbadaé¢ wlasnosci zaproponowanej metody definiowania gestosci
prawdopodobienistwa za pomocsg, funkcji graniczng. Poniewaz Annealed Importance
Sampling i Linked Importance Sampling generujg punkty préby losowej, tak jak
algorytm Metropolis-Hastings, to celowe wydaje sie racjonalne dostosowanie przed-
stawionych w tej pracy metod optymalizacji rozktadu pomocniczego.

. W opinii autora jednym z ciekawszych osiggnie¢ tej pracy jest opracowanie metody
definiowania pdl losowych, ktorych realizacje speliaja warunki brzegowe utwier-
dzenia. Celowos¢ wykorzystania proponowanego podejscia wymaga jednak uzasad-
nienia. Losowy model imperfekcji mozna przeciez uzyska¢ za pomocg sumy postaci
wyboczenia ze wspoélczynnikami losowymi. Ponadto zauwazmy, ze funkcje ksztaltu
metody EOLE przypominajg kolejne postacie wyboczenia. Co wigcej, realizacje po-
la losowego uzyskane za pomocg, proponowanej metody spelniaja warunki brzegowe
w sposéb przyblizony, a postacie wyboczenia spelniaja je doktadnie. Otéz wydaje
sig, ze metoda warunkowania pozwala latwiej uwzgledni¢ zaleznos¢ od kierunkéw
funkcji kowariancji pola losowego. W przykitadzie analizy niezawodnosci pasa bla-
chownicy osiagnieto ten cel wprowadzajac nieizotropows funkcje kowariancji jedno-
rodnego pola losowego. W przypadku wykorzystania postaci wyboczenia, konieczne
byloby okreslenie tensora sztywnosci o odpowiednio dobranych sktadowych.
Przyktady zamieszczone w tej pracy dotyczg jedynie zagadnieri okreslonych w karte-
zjanskim uktadzie wspétrzednych. Istotne praktycznie znaczenie ma analiza statecz-
nodci powtok z imperfekcjami geometrycznymi. Jednak wykorzystanie w tym celu
pol losowych wymaga teoretycznego opracowania metod definiowania funkcji kowa-
riancji w krzywoliniowych uktadach wspétrzednych. Poglebienia wymagaja réwniez
podstawy teoretyczne proponowanej metody. Konieczne jest zwlaszcza dokladniej-
sze zbadanie wlasnosci zaproponowanej postaci gradientu pola losowego.

. Optymalizacja niezawodnoscowa jest zagadnieniem wymagajacym dlugotrwatych
obliczert numerycznych. Uwzglednienie dyskretnego charakteru niektérych zmien-
nych projektowych stanowi dodatkowe utrudnienie, gdyz uniemozliwia zastosowanie
gradientowych algorytmoéw optymalizacji. W pracy tej, zaproponowano skrécenie
czasu obliczent poprzez wykorzystanie rozwigzania zadania okreslonego przy zatoze-
niu ciagtego charakteru parametréw projektowych. Wokét tego rozwigzania mozna
okredli¢ kilkuelementowe zbiory wartosci parametrow dyskretnych. Dzigki temu, w
przypadku metody transformacji uzyskuje si¢ zmniejszenie liczby wymiaréw prze-
strzeni parametréw, a w przypadku metody przegladu redukuje si¢ liczbe kom-
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binacji parametrow projektowych wymagajacych sprawdzenia ograniczeri zadania
optymalizacji. Ponadto z procesu dokladnego sprawdzania ograniczen optymalizacji
mozna wykluczyé te kombinacje projektowe, ktérych przyblizenia liniowe ograni-
czeni niezawodnos$ciowych sg dalekie od zera. Aproksymacje liniows ograniczen nie-
zawodno$ciowych, mozna tatwo uzyskaé¢ na podstawie gradientéw wskaznikéw nie-
zawodno$ci rozwigzania w cigglej przestrzeni parametrow. Oczywiscie otrzymane w
ten sposéb rozwigzanie moze nie by¢ "doktadne", jednak w wiekszosci przypadkow
pozwoli na zadowalajgce zmniejszenie poczatkowego kosztu konstrukeji.

. W zadaniu dotyczacym analizy niezawodnosci Sciskanej pétki blachownicy zwrdco-

no uwage, na zaleznos$¢ miedzy symetriami konstrukeji a symetriami obszaru awarii.
Zgodnie z wiedza autora zagadnienie to nie bylo dotad poruszane w literaturze, po-
mimo ze jest ono bardzo istotne. Nie uwzglednienie symetrii powierzchni granicznej
i zastosowanie standardowych metod analizy niezawodnosci zazwyczaj prowadzi do
grubych bledéow w oszacowaniu prawdopodobienstwa awarii. Wydaje si¢ wiec po-
zadane, aby opracowa¢ metody pozwalajace identyfikowaé¢ symetrie obszaru awarii
wynikajace z symetrii konstrukeji i postaci funkeji granicznych.

Obliczenia za pomocy algorytméw prezentowanych w tej pracy zostaly wykona-
ne w $rodowisku R [90]. Jest to darmowa implementacja obiektowego jezyka S+,
dedykowanego do analizy danych i statystyki numerycznej. Pakiet R wydaje sie
cieszy¢ duzg popularnoscig wérod naukowcéw zajmujacych si¢ komputerowymi me-
todami statystyki. Dzieki temu, czesto mozna znalez¢ implementacje nowatorskich
algorytmoéw zrealizowane w tym srodowisku. Tak jest w przypadku metod Annealed
Importance Sampling i Linked Importance Sampling, ktérych kody dostepne sg pod
adresem: http://www.cs.toronto.edu/ radford/ftp/lis.tar .

Symulacje Monte Carlo wykonane na potrzeby prezentowanych w pracy zadan, zo-
staly zrealizowane za pomocg obliczenn réwnolegtych. W tym celu wykorzystano
pakiet biopara [64], ktéry jest dostepny w $rodowisku R. Pozwala on na réwnole-
gle wykonywanie funkcji wywolywanych w inerpreterze R. Polaczenie w ten sposéb
kilku komputeréw badz procesoréw jest bardzo latwe, a osiggana szybko$é¢ komuni-
kacji jest zadowalajaca. Dzigki temu pakietowi mozna réwniez w peini wykorzystaé
procesory dwurdzeniowe, ktére staja sie obecnie standardem w komputerach osobi-
stych.
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