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Rozdziat 1
Wstep

W pracy przedstawiono w sposob zwarty zaréwno podsfizyczne zjawiska pojawianiagsi
mikrostruktury domen magnetycznych jak i pgobeorii wyjasniajacej powstawanie
mikrostruktury w ciatach magnetycznych.

Modelowanie materiatbw magnetycznych wymaga €lkréa poziomu, na ktoérym
odbywa st opis zachowania danego materiatu. Podziat & pakich poziomoéw jest
pokazany w tabeli 1.1. Zagadnienia zeéne z magnetyzmem ura w petni opisatylko na
gruncie mechaniki kwantowej (tak nazywany ,poziortoraowy”). Dla praktycznych
zastosowa materiatdbw magnetycznych w technicesto wykorzystana jest klasyczna teoria
magnetyzmu z wielk@iami ,makroskopowymi” takimi jak namagnesowani@dukcija,
przytozone pole magnetyczne (,poziom makroskopowy”). Wanleg pracy zostaty wybrane
poziomy 2 i 3 (por. tab.1.1), gdy badamy ,makroskep” wilasndci materiatow
magnetycznych w zataosci od ich ,mikrostruktury”. Bdziemy postugiwa si¢ teori
mikromagnetyzmu, ktora opisuje procesy namagnesiavanpewnej skali: wystarczgjo
duwzej dla maliwosci wykorzystania cigtego wektora magnetyzacji, a nie indywidualnych
spinbw atomoéw, i wystarczgjo matej,zeby analizowa elementy struktur przé&jiowych
pomigdzy domenami magnetycznymi [14].

Teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariagyjmoszukiwany jest rozktad
wektora magnetyzacji m wewrmtrz ferromagnetycznego cia’faQDRd,(d:Z,S),
minimalizujacy energ¢ catkowita.

Wowczas stosgf teorie mikromagnetyzmu mamy ngsijace zagadnienie
minimalizacji jego energii catkowitej

Znalez¢ minimum funkcjonatu
E(m)=[,(e.+g+ g+ g) dw B+ K (1.1)

okreslonego w odpowiedniej przestrzeni funkcji dopushayeh.



nazwa rysunek skala obiekt opis
5. Poziom W Usredniony Magnetyzm klasyczny,
makroskopowy zaleznosci wektor histereza magnetyczna,
od .| namagnesowan krzywa namagnesowania
zastosowa n | j5 probki jako
funkcja od
zewn. pola
magnetycznegq
4. Poziom Grupa domen z Teoria przej¢ fazowych
mezo/makro- jgdnakowy_mi F_unkcja rozktadu faz
skopowy | >0,1mm kierunkami kierunkow _
‘ namagnesowan namagnesowania
ia jako "faza”
3. Poziom ; s an il Domena Teoria domenowa,
mezoskopowy 2 mggnetyczna, be}zuhca na teorii _
S 1-1000 um scianka mikromagnetyzmu i
| domenowa opisupca mikrostruktug
magnetycza probki czy
ciata
2. Poziom Struktura Teoria mikromagnetyzmu
mikroskopowy scianki o kontynualna teoria
1-1000 nm | domenowej i | klasycznego wektoroweqqa
domen pola magnetycznego
magnetycznych
1. Poziom 4. ou Spiny atomowe, Mechanika kwantowa.
atomowy + ‘ EE elementarny | Pojawienie si ,
{ H i r**x* <1 nm moment elementarnych momentoy
&4 44 m- magnetyczny mag_netycz_nych, ich
konfiguracja oraz
wzajemne oddzialywanie

Tabela 1.1.R&zne podejcia do opisu materiatdw magnetycznych.

Przy rozpatrywaniu energii catkowitej (1.1) biergie pod uwag nasgpujace cziony:

energe wymiany e, nazywam tak przez jej pochodzenie od elementarnych odylmeat

wzajemnych, odpowiadgjych za ferromagnetyzm; energmagnetycza anizotropii e,

opisupca oddziatywanie magnetyzacji z sigdirystaliczry, materiatu; energi zewrgtrzng e,

powstajca pod wptywem przytaonego pola magnetycznego; enengiagnetostatycanalbo

energe rozproszeni&,, wynikajaca z faktu,ze sam ,magnes” wytwarza pole magnetyczne;
energe napezen magnetostrykcyjnych,,, ktéra powstaje wtedy, gdy pogaizy struktug

magnetycza a deformacjami sieci krystalicznej ciala wymije oddziatywanie
~magnetospgzyste”, ktore przejawia siw zjawisku magnetostrykcji; enegge, wzajemnego
oddziatywania magnetyzacji z ngpeniami pochodzenia niemagnetycznego.

Posté energii catkowitej zaley od typu materiatlu. W rozdziatach 4,5 rozamy

energe catkowity dla materiatu ferromagnetycznego nieodksztatcging rozdziale 6 - dla



odksztatcalnych mikromagnetykéw, w rozdziale 7a diigcisliwych i prawie nigcisliwych
ciat magnetosprystych.

Jeeli istnieje rozwizanie m zagadnienia (1.1), wtedy mowimyge minimum energii
jest osagalne, a rozwizaniam nazywamyminimizerem Dowdd istnienia minimizeréw dla
materiatow ferromagnetycznych vma znalé¢ w pracach [24,52], dla poszczegdélnych
przypadkow materialbw magnetospystych w [25,55,63]. W rozdziale 7 pokazujemy
istnienie minimizeréw dla ciata magnetosystego niécisliwego i prawie niécisliwego.

W teorii mikromagnetyzmu, jak i w rachunku wariatyin oraz w mechanicemdkdéw
ciagtych, fundamentakrol¢ odgrywap funkcjonaty catkowe typu

J(u,m)= If (x,u,0u,m), (1.2)
Q
okreslone w pewnej przestrzeni funkcyjnej.z88 rozwazany funkcjonat jest funkcjonatem

energii, to méwimy wtedy o problemie minimum endygenego.

Jedr, z podstawowych metod badania zagafdnistnienia oraz znajdowania
minimizerow jest metoda bezgrednia rachunku wariacyjnego. Metoda ta polegaadabiu
minimum funkcjonatu bez potrzeby analizowania rowialera-Lagrange’a i wywodzigi

przypadku skfczenie wymiarowego. Stosowanie tej metody wymaday &unkcjonat
J(u,m) okreslony na odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, np.zgstrzeni Sobolewa
uOW*(Q), pz1mOW??(Q) byt dolnie potcagly wzgldem zmiennych u,m w
odpowiedniej topologii. Topologia ta musi dopuszczatnienie  zbiorow relatywnie
zwartych. Tak okrédony funkcjonat przy dodatkowych zaeniach koercywngei funkcji
podcatkowejf posiada minimum.

Okazuje st, ze wypukta¢ funkcji podcatkowej (a nawet pewne jej uogolnieriekie
jak poliwypuktcs¢, kwaziwypukiaé, wypukicsc rzedu 1, (definicje podane w rozdziale 2))
gra tutaj kluczow role. Jgli funkcja nie spetnia odpowiedniego warunku wymski, mog
nie istni€¢ minimizery w sensie klasycznym, tj. naee do odpowiednich przestrzeni
Sobolewa.

Problem braku minimum dla pewnych zagadrteorii sterowania byt zauwany przez
Younga. Metoda pochodeza od niego polegata na rozszerzeniu klasy rgzafi Young
wprowadzit pogcie krzywej uogdlnionej, tj. takiej, ktora jest u@gionym rozwazaniem

przy braku rozwizania klasycznego. Jest to pduav), gdzie u=u(x) jest trajektosd, a

V= (vx) ,XOQ, jest miag probabilistycza (rodzim miar parametryzowaremienr x[1Q).



Przyjecie i rozwdj idei rozwazan uogolnionych w sensie Younga doprowadzity do
rozwoju miar probabilistycznych zwanychzteniarami Younga. W rozdziale 2 podano
definicje i niektore wtasngéci miar Younga.

Inne alternatywne podajie do zagadnie minimalizacji funkcjonatéw, ktére nie
posiadaj klasycznego minimum, polega na zastosowaniu tevaksacji funkcjonatu. Tak

metody jest np. relaksacja kwaziwypukia, polega na tym,ze problem znalezienia
inf J(u,m) nie majicy rozwiazania zasfpuje st problemem wyznaczaniaf QJ(u,m),
czyli ,zadaniem kwaziwypuktym”, a naginie udowadnia gj ze
inf J (u,m) =inf QJ(u,m)=min QJ(u,m) (1.3)
Tutaj QJ oznacza kwaziwypukt relaksag funkcjonatu J. Okazuje si, ze dwa

ostatnie zagadnieniaa s6wnowane zagadnieniu wyznaczania minimum odpowiedniego
funkcjonatu zrelaksowanego przez miary Younga.

Pierwotnie miary Younga, znane weni jako miary probabilistyczne, syty jako
aparat do znajdowania uogdlnionych rozzenh w przypadku, gdy problem minimizacyjny
nie spetniat odpowiedniego warunku zwddio tzw. inf-compactnessRozwhgzania klasyczne
nie istnialy, natomiast graniczne zachowanie min@row stawato gi coraz bardziej
oscylupce. Rozwdj teorii miar Younga naptt w latach siedemdziegych i byt zwizany z
rownaniami réniczkowymi castkowym [4,9,13,28]. Piniejszy rozwoj teorii tych miar
zwiazany jest z optymalizagji sterowaniem, z zagadnieniami ewolucyjnymi z pi@ami
fazowymi [13,26,33,36,41,44,48,55]. Miary Youngaalazty zastosowania w zagadnieniach
aproksymacyjnych i obliczeniach numerycznych [1726988,39,51,54,57,58,59].

W zastosowaniach, w szczeg@oiodo mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiejdia
tzw. materiatléw inteligentnych, jak np. stopéw nierapamgicia ksztalttu, gstas¢ energii
wewretrznej jest funkg niewypukh; nie jest nawet funkgj kwaziwypukh. Jest to
matematyczna przyczyna nieistnienia klasycznychwrgzan. Oznacza toze niewypukie
zagadnienie minimalizacji nie posiada minimum wskdafunkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a. Minimizery majwowczas charakter oscylacyjny. Takie zjawisko,ymame
»mikrostruktury”, objawia s¢ w postaci szybkich przestrzennych oscylacji gnatieIm .
Fizycznie dla zagadnienia mikromagnetyzmu oznaozathienie domen magnetycznych, w
kazdej z ktorych zmienia sikierunek magnetyzacji. Z matematycznego punktwzenih te
szybkie oscylacje gradientbw mpgbyé opisane przez miary probabilistyczne, w

szczegolnéci przez miary Younga. W pracy korzystamy z zagewdiai mikromagnetyzmu



zrelaksowanego przez miary Younga, tzn. poszukujemogwigzania zagadnienia
minimalizacji funkcjonatu energii wewitrznej w sensie miar Younga.

Stosujpc analiz numeryczg do zagadnieé mikromagnetyzmu okazeljsic, ze lepiej
korzyst& z relaksacji zagadnienia przez miary Younga, @ niuwypuklenia zadania
minimum (zob. rozdziat 4). Wynika to z dwoch powaddo pierwsze, uwypuklag funkcg
gestasci  energii  gubimy mikrostruktgy ktéra mazna ,0dzysk&” dopiero w post-
procesorowym kroku, a nie wyznadzywprost z zagadnienia zrelaksowanego z
wykorzystaniem miar Younga; po drugie, zagadniemedaksowane przez uwypuklenie jest
ograniczone do przypadkow, kiedy funkcja, opisgj energi anizotropii magnetycznej jest
znanaexplicite co nie zawsze jest praktycznie rwe [59].

W pracy a rozpatrywane rine metody numeryczne rozwania tak zrelaksowanego
zagadnienia mikromagnetyzmu. W rozdziale 5 podamgpktad obliczeniowy dla zagadnienia

minimalizacji sztywnego ferromagnetyka.

1.1. Cel i zakres rozprawy

Celem rozprawy jest analiza funkcjonatdbw niewypekly charakteryzagych
mikromagnetyki oraz podanie podstawowych faktowtydzcych fizycznych i
matematycznych zagadniéorii mikromagnetyzmu.

Podstawy fizyczne zjawiska magnetyzmu omowiono 4a&tPonach na podstawienie 4
monografii, w tym jednej z 2000 roku, zawiei@jch aktuala wiedz o mikrostrukturze
magnetycznej (rozdziat 2). Najnowsze rezultaty égmzne dotycare opisu magnetykow i
mikromagnetykow odksztatcalnych zabrano w rozezial

Rozdziat 3 zawiera wprowadzenie do teorii miar YganW nim réwnie podano
aproksymagj numeryczgn zagadnienia niewypuktego z wykorzystaniem tychrmia

W rozdziale 4 zebrano najwmiejsze twierdzenia i rezultaty dotyce modelowania
mikromagnetykéw nieodksztatcalnych poprzez relaksatinkcjonatléw energetycznych
miarami Younga.

W rozdziale 5 wykorzystano twierdzenia podane wdrtele 4 do wykonania
numerycznej realizacji przy zaeniu konkretnej postaci energii wegtrenej. Opracowano
wiasny algorytm numeryczny i wykonano obliczeniausifupce pojawienie si
mikrostruktury pod wptywem przyimnego pola zewgtrznego.

W rozdziale 6 sformutowano i udowodniono  twiemize o istnieniu minimizera
energii modelu ciata ndeisliwego magnetosgrystego.

Wiasnym wktadem autorki jest:



1)
2)

3)

zdefiniowanie nowego modelu ciata magnetesygstego prawie nieisliwego;
pokazanie istnienia rozazan zagadnienia minimalizacji energii wegirenej dla ciat
magnetospizystych prawie nigisliwych;

sformutowanie i udowodnienie twierdze o istnieniu granicznego modelu

niescisliwego dla cagu zagadnig prawie nidcisliwych.
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Rozdziat 2

Mikromagnetyzm: podstawy fizyczne i modelowanie

2.1. Wstep

Mikromagnetyzm jest klasycarfenomenologiczpn makroskopow (pomimo nazwy)
teoria, w ktorej nie wyjdnia st pojawienia namagnesowania, anizotropii magnegjczn
magnetostrykcji ani innych efektéw wtawych magneto-upoazlkowanym materiatom. W
teorii mikromagnetyzmu wzajemne oddziatywania, &tpowoduy te efekty g postulowane.
Zagadnieniem mikromagnetyzmu jest zddlezaleznosci wektora magnetyzacji od
wspoétrzdnych i czasu, korzystgj ze wzoréw dla energii swobodnej i ogoélnych réwna
rownowagi i ruchu magnetyzacji. €to w literaturze materialty magnetyczne, do opisu
ktorych stosuje giteori mikromagnetyzmu, nazywaneg siikromagnetykami.

Historia takiego podégia zaczyna siod artykutu Landau i Lifshitza z 1935 roku
[47], dotycacego obliczeniagcianek domen magnetycznych. W tej pracy po razwsey
sformutowano zasadminimalizacji energii catkowitej jako metedooszukiwania rozktadu
magnetyzacji oraz podano réwnanie ogisajnamagnesowanie. Praca zawiera wyniki, ktére
nie stracity na znaczeniu do ézina przyktad, rozmiary domen magnetycznych i ckiara
zmiany magnetyzacji w domenie. Wy wkiad do teorii, ktéra potem otrzymata nazieorii
mikromagnetyzmu, wnidst Kittel (1947), ktory uwzdhit wptyw formy probki i anizotropii
magnetycznej na rezonans ferromagnetyczny. Aetaddondorskij (1950,1952) pracgj nad
teoria czsteczek jednodomenowych. Herring i Kittel (1951)ramowali makroskopoav
teorie fal spinowych, a Walker (1957) podat teodrgai niejednorodnych namagnesowania.
W pracach [14,15] Brown sformutowat zasady ogdineodstawowe réwnania teorii dla
przypadku statycznego, rozwiajréwnania teorii tréjwymiarowej. Teoria mikromadyemu
znalazta zastosowanie do modelowania bardzo szgrklkisy tzw. materiatéw inteligentnych
(ang. smart materials). Do takich materiatow nalmateriaty ferromagnetyczne wykazcg
pamié ksztattu. Istniej inne podejcia do opisu takich materiatdbw. Na przyktad, w prac
[26] teoria, ktog autorzy nazwali ,Constrained theory of magnetdadag’, wykorzystuje
rowniez zasady mikromagnetyzmu, a magnetyzacja i defomrmgprzzone.

Interesyyca nas teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzieiacymej:
poszukiwany jest rozktad magnetyzacji minimalizyj energs catkowity. Zasada wariacyjna
prowadzi do réwné rézniczkowych, nazywanych réwnaniami mikromagnetyzmu pracy

[47] sa one rozpatrywane w przypadku jednowymiarowym. Reéma mikromagnetyzmuas
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réwnaniami skomplikowanymi,asto réwnania nieliniowe i nielokalne. Dlatego tradjest
znaleg¢ rozwigzanie analityczne takich rowfaoprocz przypadkéw, kiedy mlwa jest
linearyzacja). Pomimo tego, liczba zagadniéla ktorych konieczne jest zastosowanie teorii
mikromagnetyzmu rmie, na przyktad przy badaniu zachowanig snatych castek
magnetycznych, wkszych od domeny, ale matych dla opisu przez jesthermagnetyzag,

dla opisywania i obliczenia struktuggianek domenowych oraz dla modelowania materiatéw
magnetospizystych, ferromagnetykéw wykazigych pamgé ksztattu [2,26,29,32,33]

Z powodu trudnéci obliczeniowych istotne jest poszukiwanie rozxen
numerycznych. Jednaé& zastosowanie mikromagnetyzmu struktur domenowydtrej skali
wydaje s¢ nierealne: rénica pomédzy rozmiarem préobki (okoto mikrona szeennego), dla
ktorej jest maliwe 3-wymiarowe obliczenie metadelementéw skiaczonych a rozmiarem
struktury domenowej, znajdigej st w przedziale od milimetréw do centymetréw jest
bardzo dua [59].

Z szybkim wzrostem miwosci obliczeniowych wzrosto zainteresowanie
mikromagnetyzmem jako istotnym instrumentem dla rak@rystyki materiatow
magnetycznych, nmiiwosci poréwnania wynikdéw teorii z eksperymentem, pktjevania
nowych materialdbw magnetycznych, ktéseve/korzystywane w nowoczesnych agzeniach
zapisu magnetycznego, magneto-elektronowych pgdgre, nagnikdw informacji z ultra
wysoka gestascia zapisu itd.

W dalszej czsci tego rozdziatu rozpatrzono fizyczne podstawyitenikromagnetyzmu,

materiaty magnetyczne, ich strukfworaz metody opisu.

2.2. Materiaty magnetyczne

.Materialem magnetycznym” — nazywa ¢siwszystkie substancje wykazag
jakiekolwiek wiaciwosci magnetyczne. Niektére z nich, takie jak diamagke czy
paramagnetyki, wykazajte wkasnéci w niezwykle stabym stopniu iaswtedy traktowane
jako ,niemagnetyczne”. W pracythiziemy rozpatrywa materiaty, wykazujce wiaciwosci
magnetyczne w stopniu znacym, do nich nale ferromagnetyki, antyferromagnetyki i
ferrimagnetyki.

Wiasciwosci  magnetyczne materiatdw a s wynikiem istnienia  momentéw
magnetycznych atoméw. Pod nieobe&npewretrznego pola magnetycznego wekézdci
pierwiastkow wypadkowe momentéw magnetycznych tedeldw atomu s zerowe gdy
rozne kierunki kompensaj sk nawzajem. Jednak istnieje szereg pierwiastkéelago,

kobalt, nikiel), ktérych atomy maj niecatkowicie wypelnione wewitrzne powioki
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elektronowe. Moment magnetyczny takich atoméw, narych magnetycznymi, nie jest
zerem. W temperaturze wgzej temperatury krytycznej (tzw. ,temperatury @lximomenty
magnetyczne asskierowane chaotycznie, jednak wzsre] temperaturze otrzymaupewny
przewaajacy kierunek i podczas ruchu cieplnego walsi okoto tego kierunku. Materiaty,

w ktorych istniej taki kierunki, nazywano materiatami magnetoupdkowanymi.

2.2.1. Magnesowanie

Materiaty, w ktérych powstaje moment magnetycznyd peptywem zewntrznego pola
magnetycznego nazywapgic magnetykami, a proces nabycia momentu magnetyozreg
namagnesowaniem materialu. Do opisywania materialdagnetycznych wprowadzono
wektor namagnesowanih, rowny momentowi magnetycznenMi jednostki obgtosci V:

M

I=5 2.1)

W magnetykach, w ktérych momenty magnetyczne zio&alane tylko na atomach,
moment magnetyczny catej problk sktada si z momentow magnetycznych atomguy ( i-
numer atomu):

M=, (2.2)

a sumowanie odbywa ¢sipo wszystkim atomach magnetycznych, gdie jest ilcscia
atomow.

Namagnesowanie nazywa g$ednorodnym, jeeli wektor namagnesowanid ma t

samy diugds¢ niezalenie od jego kierunku. Indukcja pola magnetycznegmagnetyku w
uktadzie MKS jest sum

B=yH+J, (2.3)
w jednostkach CGS:

B=H+4/, (2.4)
gdzie :
H - jest na¢zeniem doprowadzonego pola magnetycznego, #eynam w amperach na metr
(A/m), w uktadzie CGS w erstedachQe=( 1/47) 018 A/n);

B- jest wytworzon przez pole indukaj magnetycza lub gstdscia strumienia
magnetycznego, wytama W weberach na metr kwadratowy  (WBJm
(AWb/n?=1TI=10" / 47Gs=7,98 1D C);

J - jest na¢zeniem magnetyzacji, wyranym w tych samych jednostkach;
U,- jest pierwotn stah magnetycza lub przenikalnécia magnetycza pr&zni; wartasé

U, =407 H/m (henréw na metr).
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W pracach z zakresu magnetyzmgsta stosowano zaréwno uktad jednostek MKS
(metr-kilogram-sekunda), jak i CGS (centymetr-gre@hkunda), co bywa dogodniejszym.
Przegcie z jednego uktadu do drugiego :ma wykon& z pomoea nas¢pujacych zalenosci:

1 Wb/nf=10000 Gs (gauséw),
100 A/m= 1 A/cm=1,257 Oe (ersteda),
1 Oe =1,8 A/lcm (w przyhieniu).

Zauwamy, ze do formuty (2.3) wchodgznie mikroskopowe wartgi B, M, H, ktére

bardzo zmieniaj sii na odlegtéciach rzdu odlegtdci migdzyatomowych, a tylko ich

usrednione wartéci makroskopowe.

2.2.2. Struktura krystaliczna

Pierwiastki i stopy ferromagnetyczne, podobnie jakmetale, ma budowe
krystaliczry. Ich witasndci 3 wywotane ztaonym dziataniem wszystkich krysztatow
skladowych. Dlatego e wazne jest poznanie indywidualnych witasob pojedynczych
krysztatdw.

Idealny krysztat jest zbudowany z powtaeszgch s¢ w przestrzeni identycznych
jednostek strukturalnych. Strukguwszystkich krysztatdw mima opisé za pomog sieci, w
ktorej z kadym punktem jest zwrana grupa atomoéw.¢Tgrupe atomow nazywamy baz
dzigki powtarzaniu sijej w przestrzeni powstaje struktura krystaliczna.

Siet jest zdefiniowana przez trzy podstawowe wektoaypstacji siecia, , a, , a, takich,
ze utlazenie atomow wyglda tak samo z punktujak i z punktu

r'sr +ug,+ua,+ua, (2.5)
gdzie u, u,, u, sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Zbior punktow ', okreslonych przez
wzoér (2.5) dla wszystkich wardoi u,, u,, u, definiuje si€. Sie jest periodycznym uktadem
punktéw w przestrzeni. (Analogiczny zbior w dwockmiarach jest nazywany siafk Sief
jest abstrake] matematyczg struktue krystaliczra otrzymujemy wtedy, gdy baza atomow
jest jednoznacznie przypadkowana kademu veztowi. Mamy wiec logiczny zwhzek:

Siet + baza= struktura krystaliczna.

Sie¢ nazywamyprosl, a wektory translacjia,,a, ,a, podstawowymijesli dowolne
dwa wektoryr ir ' opisupce potaenie punktow, z ktérych uktad atomow wyda tak samo,
spetniaj zaleznos¢ (2.5) dla odpowiednie dobranych liczb catkowityahu,,u,. Komoérka
zbudowana na tak zdefiniowanych podstawowych wektortranslacji jest elementem

sktadowym struktury krystalicznej o najmniejszejgbsci.
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Podstawowe wektory translacji g czesto do definiowania osi krystalicznych.

Stosowane & rowniez inne osie krystaliczne, ktore muma tatwo powizaé z symetry
struktury. Osie krystalicznea, , a, , 8, tworza trzy sisiednie krawdzie rownolegtécianu. Jéli
wezly sa tylko w wierzchotkach réwnolegégianu, méwimy o rownolegkianie

elementarnym.

K i m}

Rys. 2.1 Typy sieci trojwymiarowych (sieci Bravais'go) (tdznych typow), [45].
W temperaturze pokojowetelazo krystalizuje w sieci przestrzennie centrygzne
uktadu regularnego, nikiel w ptasko centrycznejackt regularnego, a kobalt w ukfadzie

heksagonalnym. Struktura tych krysztatéw pokazameysunku 2.2.

Rys.2... Budowa sieci krystalicznej aglaza,sc ang. simple cubic- prosta, b) niklicc-
body centered cubic- przestrzennie centrowana, otjalku, fcc- face centered cubic-
powierzchniowo centrowana. [11].

W podrozdziale 2.4.2¢dzie pokazano, jak budowa sieci krystalicznej wayna
wilasndci magnetyczne materiatu, gdy omowimy istnienie.tki@runkow tatwego i trudnego

namagnesowania materiatOw oraz energii anizotropgnetyczne;j.
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2.2.3. Diamagnetyki i paramagnetyki.

Rozpatrzmy materiaty, w ktérych nie wygptije uporadkowanie momentéw
magnetycznych atomow, to znaczye atomy nie maj momentéw magnetycznych albo
momenty te g nieuporadkowane.

Zagadnienia zwizane z magnetyzmem wmwa w peini opisé tylko na gruncie
mechaniki kwantowej. Czysto ,klasyczny” ukiad w rg&a rownowagi termodynamicznej
moze nie wykazyw& momentu magnetycznego nawet w obdcngola magnetycznego.
Zrodtami momentu magnetycznego swobodnego atomuspin elektronéw, orbitalny
moment pdu elektronébw zwizany z ich ruchem wokotagira oraz zmiana momentu
orbitalnego spowodowana zegtrznym polem magnetycznym. Pierwsze dwa czynniki
zwigzane g z paramagnetycznym wkiadem do namagnesowaniaci trzez wkiadem
diamagnetycznym. W stanie podstawowym 1s atomu wodwmment orbitalny jest rowny
zeru i na moment magnetyczny skfadatglko moment zwgzany ze spinem oraz niewielki
indukowany moment diamagnetyczny. W stanié dtsmu helu zaréwno moment spinowy,
jak i orbitalny g réwne zeru i wklad do momentu magnetycznego dgjeo tmoment
indukowany. Atomy o zapeitnionych powtokach elektnaych mag zerowe momenty
spinowe i orbitalne; tylko w przypadku nie zapeimjoh powtok momenty te mady¢ rézne
od zera.

Jezeli namagnesowanid definiujemy jako moment magnetyczny jednostkictdsici,

H oznacza natenie pola magnetycznego, wtedy podatnmagnetycza jednostki objtosci

definiujemy w nastpujacy sposoéb:

gdzie y jest wielkdcia bezwymiarovs.

Substancje o ujemnej podafob magnetycznej nazywamy diamagnetykami, a o
dodatniej - paramagnetykamadfowe momenty magnetyczne &o6dtem paramagnetyzmu
jadrowego. § one okoto 1000 razy mniejsze od momentu magneggzelektronu.

W diamagnetykach wektor magnetyzacji skierowany t jgsrzeciwnie do
magnesujcego pola i nie wygpuje wikasny moment magnetyczny, ktéry pojawiatgiko w
rezultacie dziatania pola zewtnznego. W paramagnetykach wektor magnetyzacjrakiany
jest wzdtz pola przyteonego, momenty magnetyczne atoméw i molekut aieds/ne zero,
ale skierowaneaschaotycznie. Przy dziataniu pola zexmanego odbywa gizmiana tych

kierunkow. Ilgd¢¢ momentow magnetycznych z kierunkami bliskimi derinku pola
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magnetycznego staje ¢siprzewaajaca, co prowadzi do pojawienia ¢si niezerowego

namagnesowania, skierowanego wzdkektora indukcji pola.

2.3. Materialy magnetouporz gdkowane

Rozpatrzmy teraz materialy magnetoupdikowane. Uporgdkowanie to moe by
ferromagnetyczne, ferrimagnetyczne, antyferromagnee, mae by réwniez spiralne lub
jeszcze bardziej zkone [45].

Uporzzadkowanie magnetyczne czuli upadkowane przestrzenne rozmieszczenie
momentow magnetycznych wgpuje w pewnych materiatach, np. w ciele statymaoyn
daleki rad potazenia atomow oraz siagkkrystaliczry, w ktérej weztach g rozmieszczone
periodycznie atomy z momentami magnetycznymi. \ifyge réwnie w materiatach
amorficznych, dla ktérych istnieje tylko bliskiad rozmieszczenia atomoéw. Mechanizmy
odpowiedzialne za upagdkowane rozmieszczenie atomowych momentow magneygbzs,
nasgpujace:

* posiadanie przez atomy wtasnych momentow magneygtzmziki czemu maliwe
jest pojawienie gi spontanicznego momentu magnetycznego nawet pothetadé
zewretrznego pola magnetycznego;

» istnienie w ciatlach statych wzajemnego oddzialywawymiany. Jest ono ¢ia
oddziatywania elektrostatycznego i zajeod orientacji spinow oddziakgych
elektronéw. Takie oddziatywanie pojawia¢siv wyniku efektow kwantowo-
mechanicznych i zaly od odlegidci pomidzy jonami magnetycznymi i ich
potozeniem geometrycznym.

Ferromagnetyk ma spontaniczny moment magnetyczmy, taki, ktéry wysipuje
nawet w nieobecrigi zewrgtrznego pola magnetycznego. Istnienie spontanicznegmentu
wskazuje na taze spiny elektrondw i momenty magnetyczne ustawgane jakis regularny
sposOb. Takie upogdkowanie nie musi hy proste: wszystkie ustawienia spinéw
przedstawione na rys. 2.3 cechuje spontaniczny mbmagnetyczny nazywany momentem
magnetycznym nasycenia.

Wczeniej termin ferromagnetyki” oznaczat wszystkie maaty wykazugce
wilasndci magnetyczne w diym stopniu. Momenty magnetyczne atoméw takich niettax
rozmieszczaj s rownolegle do siebie, co powoduje i namagnesowanie, a
spontaniczne namagnesowanie wpsface nawet pod nieobec§to zewrgtrznego pola
magnetycznego. Jest to e nie tylko przy rownoleglym ustawieniu momewto

magnetycznych (patrz rys. 2.3a), ale z@mk przy antyrownoleglym (rys.2.3b) i
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antyrownolegtym z niejednakowymi momentami magnetymi dwoch typéw atomow
(rys.2.3c). Takie upoarlkowania momentow magnetycznych nazywag odpowiednio
ferromagnetyzmem, antyferromagnetyzmem i ferrimagmeem.

Z punktu widzenia teorii mikromagnetyzmu nie miadnej rgnicy pomgdzy
ferromagnetyzmem i ferrimagnetyzmem. Kluczowym jestnienie magnetyzacji
spontanicznej, tzn. wektora, ktory opisuje stan mskopowy materiatu. Oprocz tego, nie ma
znaczenia przy zagadnieniu mikromagnetyzmu czy miggacja na poziomie atomowym jest
zadana réwnolegtymi czy antyréwnolegtymi spinamiatego teoria mikromagnetyzmu
moze by¢ zastosowana do materialdw ferromagnetycznych, ieavo innych materiatow

.magnetycznych”, por.[15,70].

R Ry

g g 000

Rys. 2.3 Rd&ne typy uporadkowania spinéw elektronowych: a) struktura magcata
atomowa ferromagnetyka, b) struktura magnetyczmeneva antyferromagnetyka, c)
struktura magnetyczna atomowa ferrimagnetyka, [70].

Temperatura Curid,. jest to taka temperatura, paey ktorej zanika spontaniczne

namagnesowanie. Oddziela ona obszar ¢pgstania nieupordkowanej fazy

paramagnetycznej, w temperaturakctr T., od obszaru wygpowania uporgdkowanej fazy
ferromagnetycznej w temperatura€hk Te..

x| x| I x| |
\_C | |'|\ | c
S Gl

I
| | \)K

0 0 | | |
T Te T -8 0Ty T

Rys.2.4 Temperaturowa zatacs¢ podatnéci magnetycznej paramagnetyku,
ferromagnetyka, antyferromagnetyka.
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Temperaturowa zataos¢ podatnéci magnetycznej paramagnetyka, ferromagnetyka
oraz antyferromagnetyka pokazano na rys.2.4. Tutsr@cza statCurie.
Na rysunku 2.5 pokazancetpe histerezy z zaznaczonymi parametramizmyani z

punktu widzenia zastosowaraktycznych.

indukeja magnetvezna (CGS)
B=H~+4xJ

B.+H

-H, pole magnetyczne i

Rys. 2.5.Krzywa magnesowania [45].
Pole koercjiH. jest to pole magnetyczne, ktore rigi@rzytazy¢ do prébki pewnego
materiatu magnetycznego, aby zmniegsmamagnesowanid lub indukcg B do zera. Jest
ono skierowane przeciwnie do kierunku pola, w kidryuprzednio osgnigto

namagnesowania nasycenia. Dla materiatowzejokoercji definiuje si pole koercjH_ jako

pole, ktére redukuje namagnesowanie do zera.ddéapola koercji mae zmienig si¢ 0
siedem rgzdow wielkdici; jest to najczulszy parametr charaktergyeyjwtasngci materiatu
ferromagnetycznego, ktory memy kontrolowd. Materiaty o matym polu koercji nazywamy
materialami magnetyczniiekkimi, o dwej —twardymi(na przyktad, magnesy state).

W rdzeniu transformatora chcemy timah koercg, a take dua przenikalngé
magnetycza materiatu. W@ycie materiatu czystego, jednorodnego, o dobrzesmtwwanych
ziarnach utatwia przemieszczanie siomen, a tym samym zapewniazgurzenikalngé
magnetycza. Z drugiej strony, magnesy statle powinna cechiowlaza koercja, ktGg
uzyskujemy utrudnigc przemieszczanie ¢sigranic domen (o ktérych mowaegdrie w
nastpnym podrozdziale), najlepiej przez usioi¢é w ogole granic domen z materiatu. Ma
to zrealizowa wykorzystugc bardzo mate jednodomenowe krystality.

Kontrolujac w procesie technologicznym wytianie s¢ jednej z faz metalicznych,
mozna otrzyma problke wielofazowg o bardzo matych obszarach jednej fazy. Istniejeiqe

krytyczny rozmiar, portej ktérego wyticenia sta sic jednodomenowe.
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2.4. Domeny ferromagnetyczne i  scianki domenowe

2.4.1. Domeny ferromagnetyczne

W temperaturach znaczniezsrych od temperatury Curie momenty magnetyczne
elektronow w ferromagnetyku, w skali mikroskopowsj, rownolegte do siebie. Jedmak
jezeli rozpatrujemy probkjako cat@é, to stwierdzamyze jej wypadkowe namagnesowanie
moze by duzo mniejsze od namagnesowania nasycenia. W celynoézia namagnesowania
nasycenia mee by konieczne przylpenie zewgtrznego pola magnetycznego. Pod tym
wzgledem podobnie zachowusgic zarowno monokrysztaly, jak i probki polikrystalie.

Doktadniej rzecz biac, probki skiadaj sie z matych obszaréw nazywanych
domenami. W kadej domenie lokalne namagnesowanie odpowiada sianasycenia.
Jednak kierunki namagnesowaniazmgch domen nie mugzby¢ réwnolegte do siebie.
Domeny tworz sic takze w antyferromagnetykach, ferroelektrykach, antgielektrykach,
krysztatach ferrosprystych, nadprzewodnikach.

Istnienie domen ferromagnetycznych po raz pierw&syo postulowane przez
P.Weissa w 1907 roku. Wprowadzit on to ¢guag¢, aby wyttumaczy stan rozmagnesowania
realnych probek ferromagnetycznych. Zgodnie z le@ppWeissa, jeeli prébka nie jest pod
wptywem pola zewetrznego, to ona jest podzielona na domeny, z ktorikezda jest
namagnesowana do nasyceniaasi&upce dwie domeny maj rézne kierunki
namagnesowania oraz oddzielone jedna od drugigjiggranazywan scianka domenovy
(Scianky Blocha). W gsiadupcych domenach wektory namagnesowargaws raznych
kierunkach, dlatego namagnesowanie catej probkizeniné mniejsze od namagnesowania
nasycenia, a nawet rowne zero. W piziej granicznym pomgdzy domenami wektor
namagnesowania z pierwszej domeny odwragalgikierunku wektora namagnesowania w
drugiej domenie.

Hipoteza istnienia domen magnetycznych w ferrombdiaeh otrzymala
potwierdzenie w eksperymentach G.Barkhauzena w 18/i9. Przy pomocy wynalezionego
wtedy elektronowego wzmacniacza sygnatdw zaioma, ze€ namagnesowanie przy
namagnesowaniu ferromagnetyka zmienga(przy wzmocnieniu styctiabyto dzwigki). Te
sygnaty dwickowe odpowiadaj za hamagnesowanie jednego albo niektorej grupyedom

nazwano je skokami Barckhauzena.
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Rys.2.6 Idealna struktura domenowa ferromagnetykéz (st osi tatwego
namagnesowania, [70].

Landau i Lifszyc [47] wykazalize wystpowanie struktury domenowej jest konsekwencj
istnienia r@nych wkiadéw do energii catkowitej ferromagnetylanergii wymiany, energii
anizotropii i energii magnetycznej. Bezpednim dowodem istnienia struktury domenowgj s
fotografie granic domen otrzymane metodbrazéw proszkowych lub techgikbada
optycznych wykorzystagych zjawisko Faradaya. Metoda obrazéw proszkowyaktata
rozwinigta przez F.Bittera [29]. Polega ona na umieszczé&nipli koloidalnej zawiesiny
bardzo drobno sproszkowanego materiatlu ferromagmeggo na powierzchni krysztatu
ferromagnetycznego. @gteczki koloidalne w zawiesinie gromadsie w poblizu granic
miedzy domenami, gdzie istnieje silny gradient polagmetycznego, a Wt na castki dziata
duwza sita przycagajpca. Odkrycie przezroczystych zwkow ferromagnetycznych byto
zacleta do bada domen metogloptyczry [45].

Po raz pierwszy bezpednio przez mikroskop domeny obserwowali w 193Ruro
F.Bitter, L.V.Hamos i P.A.Tissen [11].

Obecnie dla obserwacji struktur domenowych wykaotzgs se metod
magnetooptyczy meto@d mikroskopii elektronowej, rentgenowsgloraz neutronografican
Przy ich pomocy # otrzymywane obrazy domen magnetycznych zaréwngavaierzchni
prébki, jak i w obgtosci. Domeny w ferromagnetykach mwa teraz bezpoednio
obserwowa i fotografow& (rys.2.7).
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Ry-s. 2.7. Domeny magnetyczne, zaobserwowane przy pomocydyetagneto-optycznej oraz
symulacji komputerowej: a) probkalaza, b) cienka warstwa NiFe (grééd30nm, c)
monokrysztat granatu z schematycznie pokazaagnetyzagj[29].
Wzrost wypadkowego namagnesowania ferromagnetgayptywem pola
magnetycznego (rys.2.8) jest az@ny z dwoma niezataymi procesami:

1. w stabych zewegtrznych polach magnetycznych etgs¢ domen, ktérych
namagnesowanie jest skierowane wzdkierunku przytaonego pola, zwksza st
kosztem olgtosci domen zorientowanych w innym kierunku;

2. w silnych polach namagnesowanie domen obraca &ierunku zewgtrznego pola.

M

obrdt
magnesowania

nieodwracaine
przemieszczenia
granic

odwracalne przemieszczenia granic

przytozone pole —»
Rys.2.8 Typowa krzywa namagnesowania. Wzmgch czsciach krzywej zaznaczono
dominupcy proces namagnesowania.

Struktura domenowa ferromagnetyka zgled trzech nagpujacych czynnikow:

1. geometrii probki, to znaczy przez jej ksztalt ieshwanie osi krystalograficznych
wobec powierzchni prébki;

2. energii anizotropii, to znaczy od istnienia eneygehie ekwiwalentnych kierunkow
namagnesowania, patr.2.4.2;

3. w realnych prébkach od zaych defektow sieci krystalicznej.
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Czsto struktury domenoweas bardziej skomplikowane hniprzedstawione proste
przyktady, lecz zawsze przyczynpojawienia si struktury domenowej jest milbvosé
obnizenia energii uktadu w wyniku przeja od konfiguracji o wyszej energii magnetycznej
odpowiadajcej nasyceniu do konfiguracji domenowej asziej energii. Wspotczesna teoria
ciata statego przewidujee nie tylko metale ferromagnetyczneelgzo, kobalt, nikiel), ale
takze pe¢ metali z grupy lantanowcow i liczne stopy i agki chemiczne, w tym niektére
zlozone z samych pierwiastkdw nieferromagnetycznychadsly sie z makroskopowych
domen (o rozmiarach ¢du paru tysicznych cgsci centymetra), w ktorych spinyas
ustawione zgodnie. W nienamagnesowanej probce dpregrzorientowane chaotycznie
wzgledem siebie. W procesie namagnesowywania domenyiagasic zgodnie przez ruch
granic domen. Domeny zorientowane korzystnie wdgin pola rosn kosztem pozostatych
domen.

Domeny ferromagnetycznea soddzielone jedna od drugiej warstwprzegciows
nazywamn grania domenowy albo scianka Blocha. Jej grubi@ jest znacznie wksza od
odlegtcci miedzyatomowej. W nagpnych podrozdzialach rozpatrzymy bardziej

szczegotowo energianizotropii ferromagnetykow i granicy pogdzy domenami.

2.4.2. Energia anizotropii magnetycznej

W krysztale ferromagnetycznym wmemy wyr@nié¢ energe, ktéra powoduje,ze
magnesuje gi on tatwiej wzdtaz pewnych wyréanionych kierunkow krystalograficznych,
nazywanych kierunkami tatwego magnesowania. Egergg nazywamy energi
magnetokrystalicznlub energi anizotropii. Jeeli przy tym kierunkiJ i H sa jednakowe, to
materiaty nazywaj sic magnetykami izotropowymi. d kierunek wektora magnetyzacjl
zalezy ot kierunku pola wzglddem osi krystalograficznych, to takie materiaty ywaaja sk
magnetykami anizotropowymi.

W krysztatach mog by¢ kierunki tatwego i trudnego magnesowania. Na rgsria
podstawie krzywej dlazelaza widzimy,ze krysztatzelaza ma § tatwego magnesowania
[100], a trudnego [111] .
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Rys.2.9.Anizotropia namagnesowanialaza, niklu i kobaltu [45].

Jednym zerddet anizotropii magnetokrystalicznej jest asymaetv przekrywaniu si
rozktadow elektronow egsiednich jonow (rys.2.10). W rezultacie spin-orliégo
oddziatywania rozklad tadunku ma ksztatt elipsaigal a nie kulisty. Asymetria jest
zZwigzana z kierunkiem spinu, tak ¢gi obrot spinu wzgdem osi krysztatu zmienia eneggi
wymiany, a take zmienia energioddziatywania elektrostatycznego peduy rozktadami

tadunku par atoméw. Energia w konfiguracji (a) jé@sta niz w konfiguracji (b) (patrz

rys.2.10).

6-6-6-6-

Rys.2.10 Asymetria przekrycia rozktadow elektrondw [45].

Wektor namagnesowania krysztatu oddziatuje z siecikrysztatu w wyniku
przekrywania i orbitali elektronowych, a ruch orbitalny elektromptywa na jego spin za
posrednictwem sprzenia spin- orbita.

Energia anizotropii w jednoosiowym krysztale zadmy zapisana jako szereg:

g =y Ka* (2.6)
gdzie a =cosf jest kosinusem kierunkowym mementu magnetycznéfjowzgledem
pewnej osi, &, - sa statymi anizotropii krystalograficznej wyznaczariygksperymentalnie.

Czsto bierze sitylko trzy pierwsze sktadowe:
g = K, + K,cos 8+ K, co$d (2.7)
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Przy K, <0, K, =0 otrzymujemy ferromagnetyk z tatmwosk (minimum energii anizotropii
odpowiadad =0).
Najczsciej wykorzystuje si nasgpujace formy zapisu gstasci energii anizotropii:

dla krysztatu regularnego (kubicznego):

6. = Ka(nfm+ nf g+ i)+ K i (2.8)
dla krysztatu heksagonalnego:
€n = Km(nf"' ni)"' an( nj+ ré)z"'--- (2.9)

dla krysztatu jednoosiowego:
g, = K, siif8+K,,sin'g, (2.10)
gdzie @ jest lkatem pom¢dzy osi anizotropii a wektorem magnetyzacji. State matevie w

zaleznoéci od materiatu srzedu J_r(lo2 - 2[11(5) J /m’. Na przyktad, stale anizotropii

magnetosgrzystej (w jednostkach ergt®) stanowi: dlazelaza K, =4.6[10 K, = 1.5118,

dla niklu K, =-5110' K, = 2.3110 oraz kobaltuK, =4.1110 K, = 1.a110.

Kierunki, ktéore mana wyznacz§ z rowna ( 2.8- 2.10) nazywaj sk kierunkami
latwego magnesowania. Wzdttiakich kierunkéw krysztal me by namagnesowany przy
mniejszych przyteonych potach zewgtrznych . Jeeli wektor magnetyzacji zostaje obrécony
do innego potgenia, jak to mee zaistnié przy doprowadzeniu pola magnetycznego pod
odpowiednim Ktem, to wykonana zostanie praca przeciw sitom kajaz ktore usitug
utrzyma& osie spindw elektronowych réwnolegle do kierunktimego magnesowania, a w
zwiazku z tym zostaje zmagazynowana w domenie dodatlemeggia.

Energia anizotropii magnetycznej w teorii mikromatyzmu odgrywa wana role.
Mianowicie, wchodac jako skiadowa do rOéwnania energii catkowitejuZ@a.17)), mae
skomplikow& poszukiwanie rozwizania zagadnienia minimalizacji funkcjonatu (2.T2y
(2.18), powodujc jego niewypuktéé (patrz rozdziat 4).

2.4.3. Obszar przej sciowy mi @dzy domenami

Scianka Blocha w krysztale nazywamy warstwprzegciowa, ktéra rozdziela
sasiadupce ze solp domeny namagnesowane wzmgch kierunkach. Catkowita zmiana
kierunku spinu m@dzy domenami nie ma charakteru skoku w obszarzeejeplaszczyzny
atomowej, lecz nagpuje w sposéb stopniowy na przestrzeni wielu piagat atomowych.

Scianka mogtaby sirozszerza bez ograniczg gdyby nie energia anizotropii, ktéra

ogranicza jej szeroké. Kierunki spinbw znajducych s¢ wewmtrz scianki g istotnie
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odchylone od kierunku tatwego namagnesowania. @estem scianki jest w¢c zwiazana

pewna energia anizotropii, w przyt#niu proporcjonalna do grufm scianki.

Grubai¢ scianki Btocha wynosi oko’fo(J/KaS)”2 statych sieci, a energia na jedn@stk

powierzchni- oko’ro(KJ/a)l’Z, gdzie J oznacza cakk wymiany, K - gestas¢ energii

anizotropii, a - stah sieci. [45]. Wzelazie grubé obszaru przégiowego wynosi okoto 300

Scianka 7 /
Blocha \g /

N

statych sieci

Tty K//JMN

\
|
1
1

Rys. 2.11 Strukturaciany Blocha rozdzielagej domeny. [45].
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Rys.2.12. Dwa r&nych sposoby rotacji wektora magnetyzacji M30 °-sciance
domenowej: ajcianka Blocha, bjcianka Neela [29].

Teoria mikromagnetyzmu pozwala na obliczenia Kerta rozmiarow zaréwno
samych domen magnetycznych, jakcianek m¢dzydomenowych s€ianek Blocha). Tym
samym mana mowt o obliczeniu mikrostruktury pewnej probki matesiahagnetycznego.
W rozdziale 5 mamy przyktad obliczenia numerycznatyguwymiarowego zagadnienia
zwiagzanego z mikromagnetykami nieodksztatcalnymi, mne jednoosiowego

ferromagnetyka.

2.4.4. Czasteczki jednodomenowe

Materialy ferromagnetyczne znajdljardzo szerokie zastosowanie przede wszystkim

jako magnetyczne doiki informacji. Do wytwarzania parti magnetycznych aywa sk
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materiatu, ktéry zawiera ggteczki jednodomenowe lub ¢iisze jednodomenowe obszary.
Do magnetycznych usdzen wykorzystywanych do zapisu informacji nalem.in. twarde
dyski w komputerach, §amy magnetofonowe i video.

Idealm czasteczly jednodomenow jest mata casteczka, zazwyczaj o wydionym
ksztalcie, ktéra ma moment magnetyczny zwréconyesukku jednego z kodw czsteczki.
Dwie mazliwe orientacje momentu magnetycznego w takiestzczce- moment skierowany
W gore” lub ,w dé¥’, mozemy oznacz§ przez + i -, lub zapisie cyfrowym jako O i 1. By
wykorzyst& czasteczk ferromagnetyczndo zapisu informacji, musi ona byvystarczajco
mata, rzdu 10-100 nm, tak by zawierata tylko jaddomer. J&li czasteczka ma ksztait
wydtuzony lub ma jednoosiocgvsymetre krystaliczry, to & mazliwe tylko dwie wartgci
momentu magnetycznego takiej jednodomenowegtezzki, co odpowiada wymaganiom,
ktore musz by¢ spetnione przy zapisie cyfrowym w systemie dwojgow

Pierwszym materiatem, ktéry z powodzeniem wykoraget do zapisu
magnetycznego, byly ggteczki 7 —Fe, O3, 0 diugdci mniejszej od 1nm i stosunku diugo
do szerokéci w przyblizeniu réwnym 5:1, ich koercja wynosi ok. 200 Oe.

Jeszcze lepszymi materiatami okazatyreiateriaty na bazie dwutlenku chromu GrO
bardzo wydtaone (20:1), z koerajbliska 5000e.

Jednodomenowe ggteczki ferromagnetyczne odgrywajduza role w badaniu
wiasndci skat osadowych. Namagnesowanie g#iaave tych skat zawiera informacje na
temat kierunku ziemskiego pola magnetycznego w nmamieeich powstawania; jest to
jednoczénie informacja na temat geograficznego petua tych skat w danej epoce.

Rowniez w biologii duwe znaczenie maj mate jednodomenowe gteczki
magnetyczne, np. egteczki FeO,. Pozwalaj one zwiergtom orientowad si¢ wzgledem pola
magnetycznego Ziemi. Odgrywa to istptole w migracji ptakow, locie gebi pocztowych i
pszczo6t, a nawet w ruchach bakterii. Efekt polegaoddziatywaniu jednodomenowych
czasteczek (lub aglomeracji takichasteczek) w organizmie z polem magnetycznym Ziemi
[45].

2.5. Materiaty magnetospr ezyste

2.5.1. Magnetostrykcja

Podczas magnesowania materialu ferromagnetycznagbodz zmiany jego wymiarow.
Zaobserwowano szereg zjawisk tego rodzaju i nazwanoazwiskami ich odkrywcow.

Wszystkie te zjawiska oftio wspolm nazwg magnetostrykcji. Zjawisko Joule’a, czyli zmian
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diugcéci — tak wydtzeniem, jak i kurczeniem- wygiujaca w kierunku zgodnym z
indukowara, magnetyza@j Zwickszeniu dlugéci towarzyszy zmniejszenie przekroju
poprzecznego i przeciwnie, podczas gdyazana z tym zmiana afipsci ma znaczenie
zupetnie drugorgdne. Zaobserwowano rowniezjawisko odwrotne — efekt Villariego, w
ktorym odksztalcenie na diugg prowadzi do zmian przenikalém magnetycznej w
kierunku zaistniatego odksztatcenia. Na ogokzne stwierdat, ze material, ktéry w czasie
magnesowania wydha sg, wykaze zwigkszory przenikalné¢ magnetycza, jezeli poddany

zostanie rozeganiu. Jeeli natomiast jego wspotczynnik magnetostrykcjitjagemny,

przytozona do niego zewitrzna sita rozeigajaca zmniejszy jego przenikalftomagnetycza

2108 A 0 250 M Alem
20 t
nikiel
fr11]
10
I [110]
[r00]
0
2500 H Alem
Osiowy [00@_
-10 i
] kobalt

Rys.2.13.Magnetostrykcja monokrysztatGrelaza, niklu i kobaltu [11].

Wyniki pomiaréw magnetostrykcjielaza, niklu i kobaltu dla gtéwnych kierunkéw
krystalograficznych podano na rys.2.13. Widocznst, jee nikiel i kobalt kurcz si
niezalenie od kierunku magnesowania, magnetostrykaéaza jest zjawiskiem bardziej
ztozonym: zelazo wydtza st w czasie magnesowania w kierunku [100], czyli wrinku
najtatwiejszego magnesowania, kurczy i kierunku [111], czyli najtrudniejszym, podczas
gdy w kierunku [110] pocgkowo wydtwa sk, a nasgpnie przy wekszych wartéciach
indukcji- kurczy.

Magnetospgzystym (albo magnetostrykcyjnym) cialem nazywa tsikie, w ktérym

odbywa st odwracalna deformacja pod dziataniem pola magzesgo.

2.5.2. Zjawisko pami eci ksztattu

Zjawisko powracania ciata do pagkowego ksztattu w wyniku odwracalnej przemiany

martenzytycznej przy nagrzaniu nazywazawiskiem panici ksztattu.
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Mozliwos¢ kierowania ksztattem i rozmiarami pewnych matématprzy pomocy
napkzenia mechanicznego, pola elektrycznego czy magnedgo pozwala wszystkie takie
materialy odnié& do klasy materialdbw funkcyjnych. Do takiej klasyalera materiaty
magnetostrykcyjne, piezoelektryczne oraz matematigazupce pamgé ksztattu. Deformacije
odwracalne w krysztatach za rachunek magnetosir(kt$), piezoefektu (PE) oraz pagui
ksztattu (SM) naspujaca:

AL

Ms 1072 ALg),
L 1

Ao ~ 10
L

~ 107,
Kazdy z zaznaczonych sposobdw dziatania na rozmiavyngéryczne ciata ma swoje zalety i
wady, oraz swdj obszar zastosowania w praktyceetZali materiatbw magnetostrykcyjnych
jest maty czas odpowiedzi, a materiatdbw z pgigi ksztattu —dua wartéé odksztalcenia
odwracalnego [67]. Materiatly magnetostrykcyjne stwane § jako nadajniki oraz odbiorniki
dzwigku, stabilizatory cgstotliwosci, sitowniki. Materialy z pamgicia ksztattu umaliwiaja
budowe urzadze, przyraddw i aparatury w oparciu o nowe zasady konstruleyPozwalaj
na znaczne uproszczenia konstrukcji, miniaturygzaeyrobow oraz obmenie kosztéw
produkcji. Obok techniki materiaty wykazige pam¢¢ ksztaltu maj szerokie zastosowanie
w medycynie jako rinego rodzaju implanty stosowane w chirurgii i ogdp oraz w
technice medycznej [73]. Materiaty z pagiy ksztattu wykorzystuje sirowniez do budowy
silnikbw, termoregulatoréw, jako rdego rodzaju zkza rur, zicza elektryczne i optyczne
[73]. Pierwszym i najpopularniejszym ze stopdw rietgykazujacych pamgé ksztattu jest
Ni-Ti, jego wlasndci do praktycznego zastosowania stwierdzono w ai®60-65 w USA w
Naval Ordnance Laboratory. Efekt pawii ksztattu stwierdzono w wielu stopow,s$ndd
ktéorych mana wymiené nasgpujace: Fe-Ni, Cu-Zn, In-Tl, Au-Cd, Cu-Al., Cu-Zn-AlCu-
Al.-Ni.

Zjawisko pamgci ksztattu w metalach zwzane jest z odwracanprzemiagn
martenzytycza. Przemiana martenzytyczna nie wymaga dyfuzji aiwma due odlegtdci.
Martenzyt posiada ten sam sktad chemiczny, stopieporadkowania atomowego oraz
zdefektowania sieci krystalicznej jak faza austeni®rzemiana martenzytyczna przejawia Si
przesungciem atomow drog odksztalcenia sieci krystalicznej i niewielkichzesung¢ w
obrebie komorki elementarnej. Jednogzie zachodzi scinanie poprzez ptizg lub
blizniakowanie w peiczeniu z niewielf sztywra rotach. Po raz pierwszy przemian
martenzytycza zaobserwowano w stopach na bazétaza. Na poegku uwaano p za
przegcie strukturalne od wysoko temperaturowej powientaWwo centrowanej fazy (austenit)

do nisko temperaturowej regularnej przestrzergentrowanej fazy (martenzyt). Teraz
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wiadomo,ze przemiana podobna do przemiany martenzytycznegmachodzi nie tylko w
metalach, rownie w dielektrykach, pétprzewodnikach, zakach organicznych oraz jest

jedmg z podstawowych przemian §0d prze§¢ fazowych w ciele statym.

Rys2.14. Schematyczny przebieg odksztatgodczas przemiany martenzytycznej: od
wysokotemperaturowej fazy macierzystej (austenitiskotemperaturowej fazy
martenzytu.

Na rys.2.14  schematycznie  pokazano pgciej fazowe od
wysokotemperaturowej fazy regularnej powierzchniovemtrowanej do fazy przestrzennie
centrowanej tetragonalnej. Takie péoéh zachodz w réznych materiatach z pagtia
ksztattu: Fe-Ni-C, Fe-Pd, In-Tl, Ni-Al., Ni-Mn ora#i.MnGa.

Termodynamicza sila nagdowa przemiany martenzytycznej jest zmiana energii
swobodnej ukfadu. Warunkiem odwracaloio przemiany martenzytycznej jest
termospezysty charakter tej przemiany. Przebieg odwracapregmiany martenzytycznej
przedstawia krzywa  histerezy zmian sdo fazy martenzytycznej od temperatury
(rys.2.15.)[73].

Termospezysty charakter tej przemiany oznacza,martenzyt tworzy gii wzrasta w
sposob cgly w miar obnizenia temperatury i zanika z jej wzrostem. Przemiacharacalna
zachodzi w¢c zasadniczo w warunkach réwnowagi pedaly energi swobodia jako sib

nagdowa przemiany a energispkzysta zwigzarg z napgzeniami przemiany [73].
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Rys.2.15.Zmiany nag¢zenia linii dyfrakcyjnej fazy martenzytycznej w fugjk
temperatury dla odwracalnej przemiany martenzytgrzriMs - temperatura

pocatku przemiany martenzytycznej, (M- temperatura kica przemiany

Opis jednokierunkowego efektu pamii ksztattu jako funkcji zmian odksztatcenia od
temperatury jest pokazany na rys.2.16. Mamy od#&gsitattu podczas nagrzewania prébki
odksztatconej w stanie martenzytycznym. Podczasdaeinia nie wygpuja zadne zmiany
ksztattu. Prébka w stanie martenzytycznym odksat@cw temperaturze otoczenia wraca
podczas nagrzewania w zakresie temperateA do swego pierwotnego ksztattu. Odzysk
ten nie jest w pemni idealny, niewielka¢sz odksztatcenia nie jest odzyskiwana. Wielko
odzyskiwanego odksztatcenia uzalmna jest od wielkéci zadawanego odksztalcenia.
Wynika shd, ze istnieje ograniczona wielké odksztalcenia, ktérej przekroczenie powoduje
znaczny spadek odzyskiwanego ksztattu. Ta wigligpanicznego odksztatcenia w zalesci
od stopu waha siw granicach 5-10%. Istnienie granicznej wiglkoodksztatcé wynika z
faktu ze odksztalcenie nie me przekrocz§ odksztalcenia odpowiadg@ego granicy
sprzystasci. W jednokierunkowym efekcie paeai ksztattu odzysk pierwotnej geometrii
przedmiotu nagpuje podczas nagrzewania, a w czasie chiodzeniavgsepuje zmiana
ksztattu. Stop ,pamia” jedynie ksztalt wysokotemperaturowej fazy mexystej. W
dwukierunkowym efekcie parii ksztattu stop zachowujeggakby pamgtat zaréwno ksztatt
wysokotemperaturowej fazy macierzystej jak i nigkoperaturowej fazy martenzytycznej
[73].

W niektérych przypadkach praktycznego wykorzystaefektu pamici ksztattu
istnieje potrzeba odzysku ngpenia a nie odksztatcenia.
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Rys.2.1t. Schematyczne przedstawienie jedno- i dwukierurdgmnefektu pamgti
ksztattu [73].

Pasrod materiatow z paracia ksztaltu g§ materiaty ferromagnetyczne.c@8iemy w
dalszej cesci pracy wywa¢ do nazwy materiatdw ferromagnetycznych wykaeugch efekt
pamkci ksztaltu nazwy skroconej FMSMA (z ang. ferr@gmatic shape memory alloys).

2.5.3. Ferromagnetyki wykazuj ace pami ¢ ksztattu

Rozpatrzmy wiasnii ferromagnetykéw, ktore wykazupameé ksztattu oraz pozwalajna
sterowanie tymi efektami za pomppola magnetycznego. Wiasico FMSMA s badane w
nasz czas na catyrswiecie w laboratoriach [2,32,67,69], oraz teoretykaszukagcymi
najodpowiedniejszy model zachowania tych materiaf@®5,26,33,63,69]. Szczegdln
cechy oddziatywania magnetospystego w FMSMA jest taze obiektem oddziatywania s
duze ansamble domen strukturalnych oraz ferromagneygtz Pami¢ ksztattu w takich
materialach jest zwrana z przépiem martenzytycznym fazowym, a wpltyw pola
magnetycznego na parametry fazy martenzytycznejrunkawane jest oddziatywaniem
magnetospizystym.

Oprocz temperatury przgja austenit —martenzyt (por.rys.2.15) awami

parametramigtemperatury Curid (patrz rozdziat 2.3) dla austenitu i martenzytu.

Stopy FMSMA mog podlegé duzym deformacjom odwracalnym w skutek
przebudowy martenzytycznej struktury domenowej e ppagnetycznym. Namagnesowanie
systemu wskutek przemieszczenia scianek domen strukturalnych jest mioe w
materiatach z wysak anizotropha magnetokrystalicznej, gdy przebudowa struktury
martenzytycznej jest energetycznie wygodniejszaz npreorientacja momentow
magnetycznych. Anizotropia magnetokrystaliczna jgtwnym parametrem, od ktérego
zaleey mazliwos¢ otrzymania daych deformacji  odwracalnych w ferromagnetycznych
materiatach z paretia ksztattu.
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Rys.2.17.Pod wplywem pola magnetycznegb wzrasta ilé¢ strukturalnych domen

martenzytycznych, magych ten sam kierunek namagnesowania.

Wplyw pola magnetycznego otwiera noweatiwosci sterowania ksztattem oraz
rozmiarami ferromagnetyka. Postuguisi polem magnetycznym moa zmienia
temperatury strukturalnych przéjfazowych, dziaté na topologi fazy martenzytycznej.
Wazna role odgrywaj przy tym parametry podsystemu magnetyczneganika w
namagnesowaniu austenitu i martenzytu ma wptyw ieékeé¢ zmiany temperatury
przegcia fazowego pod wptywem pola magnetycznego. Stalgnetospzyste oraz
anizotropii magnetokrystalicznej wptywapa przebudowwariantow martenzytycznych
w polu magnetycznym.

Rys.2.18.Mikrostruktura stopu GiNip gsGay 15 przy temperaturze pokojowf§7].

Posrod materiatow FMSMA mima wymiend nasg¢pujace: Co-Ni, Fe-Pd, Fe-Pt, Fe-Ni-
Co-Ti. Najszerzej wiadome i stosowang ftopy typu Heuslera BliMn;Ga, w ktérych
osiagnigto wielkos¢ zadawanych dla odzysku odksztatad 6%, co odpowiada teoretycznej
granice deformacji przemiany martenzytycznej digotenateriatu [69]. Stopy Heuslera s
potréjnymi intermetalowymi zvazkami (nikiel, mangan, gal), jak pokazano na ry492w
temperaturze pokojowej majiktad regularny przestrzennie centrowany.

W ferromagnetycznych stopach Heuslera.in; Ga temperatura Curie przegsza
temperatug przegcia martenzytycznego. Temperatury pszdpzowych w takich stopachy s
bliski do temperatury pokojowej, co daje siiwos¢ praktycznego wykorzystania kierowania

ksztaltem i rozmiarami magnetykbw w fazie martepeyhej przy uayciu pola
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magnetycznego. Na monokrysztatach »Jn;.xGa w polach ~1 Tl byla agjnigta

deformacja odwracalna ~6%.

& r DMy & Ga
Rys.2.19.Struktura krystaliczna LZazy austenitycznej MilnGa [69].

Na podstawie danych éwiadczalnych wiadomoze osiy fatwego magnesowania w
fazie regularnej jest sowzdtuz kierunku krystalograficznego [100] i stata anibpii
magnetokrystalicznej Kjest nie dua. Z przefciem do fazy martenzytycznej anizotropia
magnetokrystaliczna znacznie zmienia si

Na rysunku 2.20 spokazane krzywe namagnesowania dlgg BMinys Gaps 7 W fazie

martenzytycznej. W fazie macierzystej strukturadieeneny stopy Heuslera twarsiec 180-

domenami magnetycznymi z wektorami namagnesovmﬂi{iloo].

%0 |

&l =

4 -

X

gy &

—4

—d&l

—&=

— 14 -5 i 5 14 il a 4 4 E] 16 12
H, 3

Rys.2.20. a) Zalsosci magnetyzacji monokrysztatu 1-H|| [100], 2-A[1Q], 3-H|| [111], b)
Zaleznosci magnetyzacji dla monowariantnego martenzytycaneganu, 1-6 tatwego
namagnesowania-os trudnego namagnesowania [6
Podczas przé§ martenzytycznych zmienia ¢sistruktura domen magnetycznych.
Niskotemperaturowa faza martenzytyczna sktagazskilku 18F-domen magnetycznych.

Szerokd&¢ domen magnetycznych znajduje sV przedziale 5-4@m. Podczas przylenia

zewretrznego pola magnetycznego odbywa mizebudowa zaréwno domen magnetycznych

jak i strukturalnych. W niewielkich polach magnetggch zmienia si topologia domen
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ferromagnetycznych, ktére nabywaksztatt ,choinek” ze wspoinscianks domenow (patrz
rys.2.21). Przy zwkszaniu pola magnetycznego procesy zmiany kierunkdektoréw
namagnesowania w domenach ferromagnetycznych enpeszczenia granic domen

martenzytycznych konkurajppomedzy sola [69].

10 pm

Rys.2.2: (a) Eksperymentalna obserwacja domen magnetyczngtiukturalnych w
stopie Np)MnGa metod sitowej mikroskopii magnetycznej (b), schematyezni
pokazano struktgrdomen [69].

Bardzo szerokie zastosowanie w technice otrzymeromagnetyczny materiat z paftia
ksztattu pod nazwhandlovg Terfenol-D. Jest to stop TEDYo #Fe o5 (terb, dysprozzelazo)
[24,26,32,33].

Do modelowania materiatbw magnetycznych nieodkeataych oraz materiatow
magnetospzystych stosuje gi teori mikromagnetyzmu
[2,14,15,25,26,29,31,32,33,37,38,39,46,47,52,58(561,63,72].

2.6. Elementy teorii mikromagnetyzmu

Wyijsciowym punktem teorii mikromagnetyzmu jest istiégerw ferromagnetyku

spontanicznej magnetyzacji, ktora jest opisanazpkiasyczne pole wektorowe:
3
J=Js()m(r), > nf=1. (2.11)
i=1

Zwykle ponizej punktu Curie i przy oddziatywaniu niezbyt wialkizewrtrznych pol
mozna przyp¢ zatazenie, ze wielkas¢ wektora Jg, nazywan magnetyza@ nasycenia, nie
zalezy od wspotrzdnych przestrzennych i przy pewnej temperaturge waelkaicia stah.
Wowczas rozklad magnetyzacji wma  opisywd  wektorem  jednostkowym

m:(ml,mz,rq),|m|:1. Réwnomierny rozktad wektoram wyznaczamy z teorii

mikromagnetyzmu, stosaf przy tym zasad wariacyjry: catkowita energia uktadu,

sktadajca sé z r&znych sktadowych powinna Byminimalrs.
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Przy rozpatrywaniu energii catkowitej bierzec g0d uwag nastpujace cziony
[14,15,29]:

1. energe wymiany e,, nazywan tak przez jej pochodzenie od elementarnych
wzajemnych oddzialywa odpowiadajcych za ferromagnetyzm. Me by ona
przedstawiona jako dodatnio okiena forma kwadratowa pochodnych astkowych
sktadowych namagnesowania waigm zmiennych przestrzennych. Wiedkaa definiuje
»SZtywnas¢” wektora magnetyzacji w stosunku do gwattownychamprzestrzennych.

W wypadku krysztatbw kubicznych lub materiatébw mopowych energia wymiany jest
izotropowa i gstas¢ energii ma naspujaca posté:
e, = Ai (a_mjz (2.12)
" gy )

gdzie stata A jest erlu 10 - 20010 J/n. Jezeli symetria krysztatu jest heksagonalna lub

nizsza, to naleatoby wziaé pod uwag ogolniejsa posta [29]:
3 om om
e, = I(Z Ak,—m—'jdv; (2.13)

2. energg magnetyczp anizotropii . opisupca oddziatywanie magnetyzacji z sigci
krystaliczry. R&zne osi krystalograficzne nieg s6wnowane pod wzgidem magnetyzaciji.
Energe anizotropii zwykle opisuje siprzy pomocy wspoteadnych sferycznych, (por.2.6-
2.10);

3. energe zewmrtrzng e, . Magnetyzacja przy dziataniu pola zeswanegoH ma
energé magnetostatycan gestas¢ ktdrej mana zapisé jako:

e, =-HD; (2.14)

4. energe magnetostatyczn albo energe rozproszenia Eg. Jest to energia
rozproszenia uwzgtiniajpca fakt, ze sam ,magnes” stwarza pole magnetyczne.
Namagnesowanie i pole magnetyczne zadagem indukegj magnetycza B =H + 473 , dla
ktorej jest prawdziwe rownanie MaxweltivB = 0. Std wynika,ze

divH =-47rdiv]. (2.15)

Jezeli dywergencja namagnesowanid nie jest réwna zero, to jest oadiem pola

magnetycznego, tzw. pola rozproszenia, ktéregogignenazna zapiséa w dwdch ré@nych

formach albo catkaf po catej przestrzer", albo po objtosci prébki P:

1 , 1
E.=— |HdV=-=|H .JdV. 2.16
A sﬂRjn : 2! s (2.16)
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W niektérych przypadkach nale uwzgkdni¢ energé powiazania magnetyzacji z
mechanicznymi odksztatceniami sieci krystalicziigjka energé rozktadamy na dwie €ci:

5. energe naprezen magnetostrykcyjnyclE,,s. Pomgdzy struktug magnetycza a
deformacjami sieci krystalicznej ciata wgstije oddziatywanie ,magnetospyste”, ktore
przejawia s w zjawisku magnetostrykcji i jestgau (10‘6 -10 3) J Im?;

6. energe wzajemnego oddziatywania magnetyzacji z eagmiami pochodzenia
niemagnetycznege,. Czsto wykorzystuj sk przy tym liniowg sSprzystas¢ (prawo
Hooke’a).

W teorii mikromagnetyzmu stosujeg¢si zasad wariacyjra, mowica, ze rozktad
wektora magnetyzacji m  wewnatrz ferromagnetycznego ciataQ OR®,(d =2,3)
minimalizuje energi catkowis. Zasada wariacyjna mikromagnetyzmu z@dy¢ zapisana

nas¢pujaco [14]:
G [ (eat et g+ g) dw B+ Ed=0, (2.17)

zglmz =1
=

W pracy kedziemy korzyst& z zagadnienia minimalizacji energii catkowite] diet
magnetospizystych w postaci (1.1). Szczego6towo rozpatrzymy sformutowania w
nastpnych  rozdziatach  stosownie = mikromagnetykbw nieatiitsalnych  oraz

magnetospizystych.

2.7. Zasada minimum dla mikromagnetykow nieodksztat  calnych

Rozpatrzmy sformutowanie  zagadnienia mikromagmatyzdla statycznego i

sztywnego é&odka. Takie zagadnienie wykorzystywane jest dladeimvania materiatdw

ferromagnetycznych [18,24,30,52,59], nwgich bardzo szerokie zastosowanie w

wspotczesnych ugzlzeniach jak magnesy trwale, sensory magnetyczye mmgnetyczne
nosniki zapisu informacji. P@dd nich znajdyj si¢ materiaty z kubicza (regularm) struktug
jak w przypadkuzelaza, i jednoosiowe materiaty magnetyczne podatm&obaltu, majce
tylko jeden kierunek tatwego namagnesowania i wykge efekt histerezy, ktéry ze
wykorzystuje st w zastosowaniach.

Stosujc teore mikromagnetyzmu zapiszemy funkcjonat energii cualite)

(sztywnego) ferromagnetyka dla rozpatrywanego padip, ktory ledzie mi€ wtedy cztery
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skladowe: energi wymiany, energi anizotropii, energ zewretrzna | energe

magnetostatyczn
_ 2 1 2
E(m) —aL|Dm| dx+L¢(m) dx—L H dx+E Ld|Du| dx (2.18)

Parametra >0 jest parametrem wymiany. Niewypukta, dodatnia fijaly jest gstoscia

energii anizotropii i jest rowna zero pray|| e, dlaidl , ¢(+e)<g(m),Om#g.

Wéwczas wektory e OR? definiuja osie tatwego namagnesowania. FunkdjaQ — R*

opisuje przytaone zewntrzne pole magnetyczne. Skalarny potencjat magaatyc

u:R? - R jest zwhzany z wektorem magnetyzagji przez réwnanie Maxwella:
div(-Ou+x,m)=0 w R, (2.19)

gdzie x,, jest funkcy charakterystycznzbioru Q:

1, przyxdQ,
0,przyxdQ.

Xa(x)=
Zaktadamyze materiat jest nasycony magnetycznie, to znaczy.@aie magnetyzaciji
m oskhga wart@¢ nasycenia (saturacji)|n'n| =1 prawie wszdzie wQ O R® .
Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych
A={mOL"(Q R*):|m|=1, pw. wQ}.
Wtedy mamy nagpujace zagadnienie minimalizacji
Znalez¢
inf {E(m) mDO.A}. (2.20)
Jeeli istnieje rozwazanie m takiego zagadnienia, to moéwimge minimum energii
jest osagane. Porxej rozpatrujemy problem istnienia rozwania zagadnienia (2.20).
Parametr wymianya w roéwnaniu funkcjonalu energii ca’fkowitE(m) (patrz (2.18))
odgrywa tu wana role. Jeeli a >0 problem (2.20) ma rozwkanie, zob. [13,14], ale gdy
a =0 zagadnienie (2.20) nie ma rozwénia w klasycznym sensie, jak to zachodzi dla
przypadku jednoosiowego ferromagnetyka. Przy nuomrym modelowaniu zagadnienia
energe wymiany pomija si, bowiem warté¢ energii wymiany waha &izazwyczaj
pomiedzy 10?3 /m’i210"J /nT. Wowczas energia anizotropii i energia
magnetostatyczna mgyvartoici odpowiedniol(?J /m*- 2000 J /n? i 0-300J /m®, por.
[29]. Ponadto obliczenia dla przypadku kiedy=0 w (2.18) a bardziej skomplikowane.

Wiasnie ten przypadek jest rozpatrywany w pracy w raedz4. Wowczas ¢ptas¢ energii
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wewrketrznej materiatu (2.18) jest funkcjniewypukh, co jest przyczys nieistnienia
klasycznych rozwizan. Minimizery maj wowczas charakter oscylacyjny. Mamy tutaj do
czynienia ze zjawiskiem zwanym ,mikrostrukglr ktére objawia si w postaci szybkich
przestrzennych oscylacji gradientudm. Fizycznie oznacza to istnienie domen
magnetycznych, w ktérych zmienig gierunek magnetyzacji.

Dla rozwizania takiego niewypuktego zagadnienia minimalizgx20) stosuje si
rozne metody relaksacji: gtownie relaksaavypukla oraz relaksagj przy pomocy miar

Younga, definicje i wlasrigi ktérej podano w nagpnym rozdziale.

2.8. Modelowanie materiatdbw magnetospr  ezystych

Rozpatrzmy teorie magnetogpystosci przedstawionej w [26,33], ktérej podstawstuzy
teoria mikromagnetyzmu. Ta teoria opisuje zachowamagnetosgeystych materiatow
takich jak Terfenol-D.

Niech niezdeformowane ciato krystaliczne w konfagji odniesienia zajmuje gtadki,

regularny obszarQ 0 R®. Zakladamy,ze istnieje wektor namagnesowania(x), xOQ
oraz przy pewnej temperaturze pagitemperatury Curie:

‘m((x))‘zms, x0Q,
gdzie m, jest satura@j magnetycza Zaktadamy,ze mQ LZ(Q,mSSZ), gdzie m S jest 3-
wymiarowg sfel o promieniumg. Oraz, zaktadag m =0 poza obszaren@, rozszerzamy
na cah przestrzé& R®. Niech M bedzie przestrz& dopuszczalnych wektoréw
namagnesowania. Deformacja jest opisana przez jfiyk@ — R*taka, ze przemieszczenie

jestu(x) =y(x)-x, wtedy infinityzymalne odksztatcenie:

1 1
E[y](x) =5y () +(5y () )1 =5 (P () + (0 ) )
gdziel jest macierz jednostkow. Zaktadamyze y U Hl(Q,RS) . Dla powhzania wektorow

namagnesowania z odksztatceniem korzystamy faktu,ze w kadym punkcie istnieja

preferowane kierunki siatki krystalicznej. Pamanie jest funkejparzysi:

m - E,(m)OMZ?

sym

3%x3
sym

gdzie M. jest maciergz symetryczn 3x 3. Uwazamy,ze E, (m) jest odksztatceniem w

nieobcizonym stanie, ktéremu odpowiada wektor namagnes@ani
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Gestas¢ energii anizotropii magnetycznej jest funkparzys, nieujemmn

pmS - [O,+oo) (zob. rozdziat 2.4.2). deli wektorm lezy na osi tatwego

namagnesowania ordz = E, (ﬁ) jest odpowiadarym mu odksztatceniem
bezobcizeniowym, wtedy paréﬁ,rﬁ) minimalizuje (catkowit) gestas¢ energii anizotropii
P:MZxmS - [0,+oo), ktore jest zdefiniowana jako:

®(Em) =g (m) +5(E~E,(m)) T (E-Eo(m)),

gdzie C jest dodatnio- okgonym tensorem 4 walencji statych apyrstych. Gstas¢ energii

anizotropii jest inwariantem wzgtedem transformagjnetrycznej materiatu:
®(E,m)=(QEQ",Qm), 0QO P,
gdzie PO 0(3) jest grup. punktowg skaiczorg niedeformowane;j sieci krystaliczne;j

zwiazanej z obszarerf2 . Wowczas, jeeli (E,ﬁ) zeruje funka} @, to réwnie i

(QEQ, QrAﬁ) dla 0OQO P. Zaktadamyze wszystkie minimizery funkcj$ sktadaj si¢ z

pojedynczych symetrycznych transformacji. Wtedydekierowych pozioméwegtasci

energii® ma struktug:

oraz dla kadego j =1,..n istnieje symetryczna transformadia] P taka,ze
(Ej m, ) = (QE]. Q', Qm, ) . Kazda para E,m) 0K nazywa si studniz energetyczq liczba

wszystkich studni energetycznydh=2n.
Rozwhzujac réwnania Maxweell'a (2.15) zapiszemy energie mneagstatycza (por. (2.16))

W postaci:
1 2 _i 2
8—,Tan|Hm(X)| ok = SnRﬂDZ"‘ ()| o

gdzieH, =0, .
Niech ciato dzie pod wptywem zewtirznego pota magnetycznedb, wtedy energia

zewretrzna (por.(2.14)) dana jest wzorem:

[[Hn (x)ox.
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Energe obchzen mechanicznych, zwkam z przylazonym napgzeniem powierzchniowym

Sn(x) zapiszemy jako:

—LSEE[y](x)dx
gdzie S jest stad ( niezalena od y) maciera 3x 3.
Sformutujemy zagadnienie minimalizacji energii ®wednej po to, by opisa
makroskopowe zachowanie ciala magnetggmtego w obszarzeQ pod wplywem

zewretrznego pola magnetycznegpb oraz przytaonego naptzeniaS (por.(1.1),(2.17):

£(E[y].m)= [ @(E[y](x) ())O'X-LSEE[Y](X)O'X

() o

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych w sposd@iuralny:
A ::{(E,m) :E=E[y] dlayOH'(Q R®) orazn DM} :

Dla rozwhzania tego zagadnienia wykorzystywana jest relgagaezez miary Younga,
definicje ktérej podano w rozdziale 3. W prace [26] wykotay® nasipujace zatlaenia:
obszarQ ma ksztatt elipsoidalny, wykorzystano energie atmapii magnetokrystalicznej dla
krysztatow regularnych.
Energia zrelaksowana wygla nasfpujaco:

£ (8,6, =|Q|[ S 6m wDgm, -4 (hin +sug)},

i,j=1 i=1

gdzie d,i =1,.N s3 udziatami objtosciowymi stanéw w i-tej studni energetyczne;.
Praca [26] zawiera przyktad stosowania teorii ddcabnia numerycznego magnetostrykcji
na przyktadzie materialu Terfenol-D. Na rys.2.22kamano zalenosci odksztatcenia od
przytozonego pola magnetycznego w stopie Terfenol-D: alspentalne wyniki oraz wyniki

obliczeniowe.

2.
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Rys. 2.22 Magnetostrykcja stopu Terfel-D pod wptywem zewgtrznego pol:
magnetycznego wzdturéznych osi krystalograficznych wyznaczone eksperyiert i
obliczone numerycznie [26].
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Rozdziat 3

Elementy teorii miar Younga

W zagadnieniach minimalizacji funkcjonatéw energetyych, gdy funkcjonat ten nie jest
dolnie poéicagly, tzn. gdy nie s spetnione odpowiednie warunki wypukéd, metoda
bezpdrednia rachunku wariacyjnego nie daje¢ stastosowa W takim przypadku
zagadnienie minimalizacji rozazuje s¢ przy pomocy miar Younga.

W tym rozdziale oméwimy podstawowe definicje polpuktosci, kwaziwypukigci
oraz wypukidci rzedu 1 oraz klasyczne rezultaty zwaéne z odpowiednim rodzajem
wypuktosci i dolna poiciagtoscia funkcjonatébw. Podamy proste przyklady zagadnie
minimalizacyjnych, ktére nie ma@j klasycznych minimizeréw. W podrozdziale 3.3
wprowadzimy ogoélne pegie miar probabilistycznych, zwanychzteniarami Younga, w
ujeciu Balla [9], Tartara [68], Kinderlehrera i Pedaday [40] oraz w podrozdziale 3.4
omawiamy miary Younga generowane przegicgradientow.

3.1. Wybrane poj ecia podstawowe
Podstawowymi peiciami w tym rozdziale dda pojecia takie jak: dolna poétagtosé
funkcjonatu, funkcje kwaziwypukie, funkcje poliwykie.

Niech Q O R" bedzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze dsgjue’a
skaiczonej. Zatamy, ze

[OXR"xM™ — RU{+0},

iniechu:Q — R" ¢:Q — M™ beda funkcjami mierzalnymi; symboler["™ oznaczamy
tu zbiér macierzy o wymiarach x n .
Definicja 3.1. Funkcjaf : Q@ x R™ x M™ — R jestfunkcjy Carathéodory’egp jesli:
(@) f(,u,&) jest mierzalna dla kalegou € R™i £ € M™,
(b) f(z,) jest cagta dla prawie kadegoz € ().
Definicja 3.2. Niech (X,7) bedzie dowolm przestrzeni topologiczr, gdzie symbolr
bedzie oznacza tutaj silm, staly lub slal* topologie. Mowimy, ze funkcja
f:X —[—00,4+oc] jest 7—dolnie potciyglg, jezeli dla kadego te R  zbidr

{z e X: fx) <t} jest domknity w X. Powiemy,ze f jestciggowo r —dolnie pétcigta
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w punkcie u € X, jedli dla dowolnego cigu (v, ) C X zbieznego dou w topologii T
mamy

f(u) < lim inf f(w,)

Ja—

Bedziemy mowg, ze f jest dolnie péicigta w X , jesli jest ona dolnie potepta dla
wszystkichu € X .

W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabylesinych wykorzystuje ei
twierdzenia Banacha-Alaoglu [64].

Twierdzenie 3.1.NiechV bedzie otoczeniem zera w przestrzeni liniowo topoloug|
X iniech

V°:{a:* e X

(z*,z) <1 dla katdegoz € V},

gdzie X* oznacza przestraesprzzong do X , a(x*,x} jest skalarnym iloczynemi i z .
Woéwczagd/° jest stabo* zwarty.
Poniewa miary Younga g podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy ¢
stabej zbienosci miar.
Niech X bedzie przestrzenimetryczm lokalnie zwarg i osrodkowa. Niech
Co(X)={u: X > R|Ve>03K C Xjju@)|<edlazeX\K},
gdzie odwzorowanieu s ciagle, a zbior K jest zwarty. Wéwczas przestfzemiar

ograniczonych/7, (X) jest przestrzenisprzzona do przestrzeni funkcji ggtych o zwartym

nosniku, tj. (C, (X)) ~ A1, (X) w sensie takimze dla wszystkichL € (C, (X)) istnieje

pe M (X) taka,ze

L = fudu

X

dla wszystkichu € C, (X).
Rozwaamy przestrzé miar .4 (X) wyposaona W staly* topologi
o (M (X),C,(X)). Wprowadmy pogcie stabej* zbienosci w zbiorze miar.

Definicja 3.3. Niech {y]}]eN bedzie chgiem miar Borela. Mowimyze ciqg jeststabo*
zbienydo v (co zapisujemy jako; —v), jezeli

lim fdl/ —ffdz/

J—0o0
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dla wszystkichf € C, (X).

Z twierdzenia Banacha-Steinhausa i twierdzenia Baaa\laoglu wynika

nasgpujacy rezultat:

Twierdzenie 3.2.Ciqg {vj} o jest stabo* zbigny do miaryv wtedy i tylko wtedy, gdy
sup v, (X) <oo oraz istnieje gsty podzbiorD O Cy(X) taki, ze
l,-iTOJUdVJ:JUd/ Oud D
Ponadto, kady cigg {vj} taki, ze (vj (X)) jest ograniczony, zawiera podgi stabo*

zbiemny, a odwzorowani@ — v (X ) jest dolnie poteigte wzgédem stabej* zbimasci.

Ostatnie stwierdzenie wynika z rowdco

V(X):sup{J'udv|uD G( X< ]}
oraz z faktuze supremum rodziny funlzcji potgitych jest funkcy poétciagta.
Definicja 3.4.Funkcja f :M™ - R jestwypukiajezeli dla dowolnychA, BOM™ oraz
AOR, 0< A <1 zachodzi
f (AA+(1-2)B)<A f(A)+(1-1) f(B).
Jezeli funkcja f : M™ - R jestniewypuktawtedy istnieg takie A, BOM™ oraz pewnel ,
ze ma miejsce nierowio

Af(A)+(1-2) f(B)< f(AA+(1-2) B).
3.1.1. Kwaziwypukio $¢, poliwypukio $€ i wypuklo §€ pierwszego rz edu

Zatazenie wypukidci funkcji podcatkowej f(x,u,Du) wzgledem trzeciej zmiennej jest

warunkiem zbyt silnym dla zagadnigstnienia minimizeréw w nieliniowej mechanice

osrodkdéw chgltych i ogolnie w rachunku wariacyjnym. Okazuje sv szczegOIngci, ze

warunek wypukisci jest sprzeczny z jednz podstawowych zasad mechaniki — zgsad

obiektywndci materiatowej (por.[20]). Zalenie o wypukidci gestasci energii wewgtrznej
jest wystarczage dla problemow liniowych mechaniki oraz dla négth zagadnie
jednowymiarowych. W zwazku z tym pojawity si w literaturze pagjcia znacznie

rozszerzajce klag funkcji i funkcjonatow wypuktych. Wprowadzimy teraodpowiednie

uogodlnienia pajcia wypukicci funkcji. Pogcia te § rozwazane w pracach Balla, Dacorogni i

innych [ 5,8,7,20,22,50]
Definicja 3.5. Funkcja f M™ - R jestkwaziwypuktajezeli

44



[(f(A+Dg(y))-f(A))dy=0 (3.1)

D

dla dowolnego ograniczonego zbiobuJ R™, dla dowolnej macierzyA OM™ i dla kazdej
funkcji quWOl*”(D;IRi’“),tj. dla ¢=0 nadD (brzegu obszar).
Jezeli funkcja podcatkowaf bedzie dodatkowo zake¢ od xoraz u(x), tj. jesli
f=f(xu(x),0u(x), wéwczas méwimyze f (x,s, A) jest kwaziwypukta wzgdem A,
jezeli zamiast (3.1) spetniona jest nieréwéo

J( (o0, A +00(y)) - £(%,u0.A))dy= 0

D

dla prawie kadego x, 1 Q oraz dla kadegou, = u( xo) OR™. W podobny sposéb naig
rozumie® obie ponisze definicje.
Definicja 3.6. Funkcja f :M™ - R jest funkcj wypukia rzedu 1 (ang. rank-one
convex), jeeli
f(AA+(1-2)B)<Af(A)+(1-1)f (B) (3.2)
04 0[0,1], dla wszystkich macierzynx n takich,ze rz{ A -B} <1, gdzie rz{ A} oznacza
rzad macierzyA .
Definicja 3.7. Funkcja f : M™ - R jest funkcjy poliwypukia, jezeli istnieje funkcja
wypukia ¢ taka,ze
f(A)=g(T(A)). (3.3)
gdzie T(A) jest wektorem zionym ze wszystkich minorowsx s1< s<inf{ n rh
macierzyA O M™.
Przyktad 3.1 NiechQ O R? n=m=1, u:Q - R?. Funkcja
f (Ou) =|0uf* - (trOu)’®
jest kwaziwypukia (a nawet poliwypukia) i nieogreadna z dotu. Symbol tr oznacza

operatorladu macierzy.

Przyktad 3.2. Niech m= n=2; wowczas ostataidefinicjc mazna rozumié jako
T(A)=(A,detA) oraz
f(A)=g(A, detA).

Tak wiec, na przyktad, funkcja
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f(A)=g(A, detn) A [ +(dea )

jest poliwypukta ale nie wypukta. Tutb@}‘| oznacza norgmacierzyA .

Przyktad 3.3.Niechm=n i niech

f (x,u,0u) =g(detdu ),

gdzie ¢:R - R jest funkcja wypukf; wowczas f jest poliwypukta. W szczegéldoi
funkcja f (Ou) =detOu jest funkc poliwypukia.

Przykiad 3.4. W zagadnieniach geometrycznie nielinioweje¢gpstasci mamy do
czynienia z gstdécig energii wewgrtrznej dalg wzorem (por. [20])

W(F)= q((FFT)2—3)+ G (adF adF™ - 3+ G(( deE)’ - )

gdzieC, >0 s pewnymi statymi materiatowymi (tzn. materiat jgstinorodny), z& F =u
jest gradientem deformacji. z#di dodatkowo przy¢ w powyzszym wzorzeze detF =1,
wowczas materiat jest nazywany §dglivym. Mozna pokazé ze W(F) jest funkcy

poliwypukta (por.[5]). Doktadnej, funkcjaW (F)=g(F,adjF,defF) jest funkci wypukiy
wzgledem wszystkich trzech argumentow. Podkney, ze rozkiad taki na og6t nie jest
jednoznaczny.

Przypomnijmyze adjF oznacza zbidr wszystkich dopethialgebraicznych macierzy

F (czasami w literaturze oznaczano jataf F ).
Uwaga 3.1.Niech f = f (F), gdzie F = Ou. Wéwczas zachodamplikacie:
f wypukia = f poliwypukia = f kwaziwypukta= f wypukta rzdu 1.
Gdy m=1 lub n=1, wszystkie te pejcia & rownowane. W ogdlnym przypadku implikacje
odwrotne nie g prawdziwe, np. funkcjaf (A) =detA jest funkcy poliwypukl (i oczywiscie

kwaziwypukh ), ale nie jest funkajwypukfa. Ponadto, jeeli f OC? (wzgledem gradientu),

to

2
f (Ou) jest wypukta rgdu 1 - a—f.Aa/}ﬂE‘E" >0,
ou,0u’,
n m i aui
dlardR", EOR orazua:a—.
: X

Ostatny nierbwnad¢ nazywamy warunkiem Legendre’a-Hadamarda. Oznacze o0

eliptyczna¢ réwnai Eulera-Lagrange’a, lub sireliptycznd¢, gdy nierébwnéd jest ostra.
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Uwaga 3.2. Kwaziwypukias¢ gestasci energii wewRrtrznej ma naspujaca
interpretacj w dziedzinie mechaniki: deformacje jednorodne malizujp energe
wewretrzng ciata przy braku sit powierzchniowych i przy zszsdoiu, ze materiat jest
jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak tep pory interpretacji fizycznej funkcji
poliwypukiej (Ball [5] wprowadzit to pajcie do nieliniowej teorii sgrystasci w roku 1977),
chocia wiele g:staici funkcji energii mag wiasnac.

Niech teraz symbol€f, Pf, Qf oraz Rf oznaczaj kolejno nasipujace regularyzacje
funkcji f: wypukla, poliwypukl, kwaziwypukia oraz wypult rzedu 1, zdefiniowane
nas¢pujaco:

Cf =sup{ g: g < f, g jest funkci wypukia},

Pf =sup{ g: g < f, g jest funkcy poliwypukia},

Qf =sup{ ¢g: g < f, g jest funkcyh kwaziwypukh},
Rf =sup{ ¢ : g < f, g jest funkci wypukia rzedu 1}.

Wowczas mamy nagtujacy ciag nierébwndci charakteryzujcy relacje pongidzy
odpowiednimi relaksacjami [22]:

Cf<Pf<Qf< Rfs f (3.4

Jali f jest wypukia, to w (3.4) mamy rowsg poniewa f =Cf = f™, gdzie
podwdjna gwiazdka oznacza drugie ¢genie funkcji f (tzw. bipolara funkcji f),
fm:(fD)D, fD(u):sup{<u,uD>— f(u) :ud )4 L uo X

Ponadto, jéi n=1 lub m=1, to pogcia te pokrywag sic. Wéwczas mamy

Cf =Pf=Qf = Rf (= f,jezeli f jestwypukia).

Nastpujaca nierdwné¢, zwary nierowngcia Jensena, odgrywa zhurolg w teorii

miar Younga. Nierown& ta jest rownowzna wypukigci w sensie, ktory wynika z

ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Niech f bedzie funkay wypukl. Wowczas prawdziwa jest
nastpujgca nierbwnd¢é dla wszystkich przestrzeni probabilistyczn;(tfh, ,u) i wszystkich

funkcji mierzalnychy : Q - R":

[f(9(z))dp= f(jg(x)d,u} (3.5)
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Dowadd tego twierdzenia naoa znalé¢ w ksidze Braidesa [16], str. 197. Klasyczna
wersja tej nierOwngi jest nasfpujaca: jezeli f jest wypukta, to spetniona jest nieréwino

Younga:

1 1
@Jf (u(x))dxz f[ﬁJL( 3 d%.

Zwréémy uwag, ze powysza nierdwné jest wykorzystana do okilenia funkcji
kwaziwypuktej (por.(3.1)).

3.1.2. Dolna poici agto $§¢ funkcjonatow a wypukto $§¢€

Nastpujace klasyczne ju rezultaty charakteryzaj zwiazki pomedzy dolry
poiciagtoscia i odpowiedna wypukitoscia funkcji podcatkowych dla funkcjonatow catkowych.

I. Przypadek przestrzeni”.Niech Q bedzie otwartym podzbiorem przestrzeRl' i
niechudQ - R™.

Twierdzenie 3.4 (Ball [6]). Niech @:R™ - R bedzie funkei takg, ze

p(u(J)OL(Q) dlauDL(Q)". Wéwczas

J(u) :éfqo(u(x))dx

jest funkcjonatlem ggowo stabadl dolnie potcigtym na przestrzenL”(Q) wtedy i tylko

wtedy, gdyg jest funkag wypuké.
Nastpujaca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcpgld.

Uwaga 3.3.Niech @ bedzie funkchy takg jak w powyszym twierdzeniu. NiechH.”
bedzie wyposaona w topologi staty[J, za L' w topologe staly. Wéwczas odwzorowanie
@:L”(Q)" - L'(Q)jest cagowo chgte wtedy i tylko wtedy, gdyy jest funkci afiniczr,
tzn. g(u) =a+b, gdzie aiwektor bsa state. Zauwamy, ze w powyszym twierdzeniu
nie byto koniecznie wymaganieagitosci funkcji ¢.

Il. Przypadek przestrzenV'”. Rozwamy teraz funkagj ¢:M™ - R taka, ze
w(F())OL(Q) dlaFOL (Q)™.

Twierdzenie 3.5(Morrey [50]; Ball [6]). Niech ¢: QxR xM" - R bedzie funkaj

Ciqgtq. Rozpatrzmy funkcjonat

3= fo (ol .0 §) &

48



Woéwczas funkcjonal jest cizgowo stabadl dolnie poicigty w W (Q) wtedy i tylko
wtedy, gdyy jest kwaziwypukta.

Twierdzenia te ukazajrole wypukitdsci lub kwaziwypukidci w zaleznosci od tego,
czy funkcja podcatkowa zatg od gradientu, czy tenie.

W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnwazne jest formutowanie
probleméw minimalizujcych raczej w przestrzeniadh™? (1s p<oo) niz W“*, poniewa
gestdéci energii wewastrznych (funkcje podcatkowe) wielu materiatéw higeezystych
zachowuy sie jak wielomiany o ustalonej pgize wzgédem gradientow deformacji lub
kombinacji odpowiednich minoréw gradientu deformacj

Badanie minimizerow funkcjonatow niewypuklych w esowaniu do nieliniowej
teorii spgzystosci zostato rozpocge w pracy Balla [5]. Ball zauwast, ze rezultaty Morreya
[50] nie mog@ by¢ stosowane do nieliniowej sgystasci, gdyz nie uwzgédniaja warunku
niepenetracji materia’r(ldetF > O) ;réwniez brak w nich warunkoéw typu: energiasne, gdy
wyznacznik gradientu deformacji maleje do zeral Balipetnit te braki, wprowadzg m.in.
pojecie funkcji poliwypukiej, uogdlniaic w ten sposob pegie wypukidgci. Twierdzenia
Balla o istnieniu minimizeréw funkcjonatéw calkowycdotycz funkcji poliwypuktych
spetniajcych odpowiedni warunek koercywsod. Ten rodzaj wypukkci nie ma interpretacji
fizycznej, ch@ mazna pokazé ze funkcje gstasci energii wewstrznej dla cit
hiperspezystych g8 czsto poliwypukte. Wanym rezultatem dotygzym funkciji
kwaziwypuktych jest nagpujace twierdzenie.

Niech Q O R"bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech
F(u,Q)= [f(xu(x),0u(x)dx
S
Twierdzenie 3.6 (Acerbi-Fusco[3]). Niech 1< p<+w; ponadto zalémy, ze funkcja
f:R"xR™xRR"™ spelnia nagtpujgce zalaenia:
(a) f jest funkcy Carathéodory’ego;
(b) f jest funkcg kwaziwypukg;

() 0<f(x,s8)<a(x)+ C(|'312 +|§|p) dla kadego xOR",sOR™EOM™, gdzie
C >0 jest stafy oraza= a(x) jest nieujema, lokalnie catkowaln funkcyy na R".
Wowczas dla kalego zbioru otwartegoQ O R" funkcjonat u F (u,Q) jest

(ciggowo) stabo dolnie potggly w przestrzerwv1~P (Q; Rm) _
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Dowad tego twierdzenia przyyciu miar Younga podany zostat w pracy [34].

3.2. Metoda bezpo srednia rachunku wariacyjnego

Stosugc metod bezpdredna rachunku wariacyjnego, moa udowodni istnienie

minimizerow, jdli funkcja podcatkowa spetnia odpowiednie zagpia. W pierwszym
przyktadzie tego punktu pokamy, stosujc meto@ bezpdredna, ze klasyczne minimizery
mog nie istni€. Warunek koercywniei jest tu spetniony, ale brak wypukth odpowiada za
brak dolnej poétcigtosci badanego funkcjonatu. Tego typu problemy prowades miar

Younga. Znanym przyktadem jest tzw. zagadnienieigasyjne Zermelo.

Przyktad 3.5. Rozpatrzmy funkcjonat

I(u):lj'f(u,ﬁjdx

0

gdzie f (u pj :!lf +(h2— ﬂ

oraz nasfpujace zagadnienie minimizaciji:

(3.6)

Zadanie ). Znalezé¢ minimum funkcjonatu
inf{l (u): uDA},
gdzie
A={uDW(0,2) :u(0= W)= ¢
Funkcjonaty, ktéresopisane przez niewypukite funkcje podcatkofektére w mechanice

przedstawiaj gestos¢ energii wewartrznych, nazywamy potencjatami dwu- lub

wielostudniowymi. Prosty przyktad potencjatu dwubiiowego, takiegae
f(uv)=T()=(¢-",

tzn. niezalenego od zmiennegjl pokazano na rys.3.1.

f(v)

Y

;1 0 ‘1
Rys.3.1.Potencjat dwustudniowy niewypukly typfi (v) = (V2 —1)2.
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Zauwamy, ze | (u)=0 dla dowolnej funkcjiuOW"*(0,1), wobec czego istnieje
infimum funkcjonatu | (u) okreslonego na przestrzeni Sobolews™*(0,1) n W"*(0,)

Zauwamy, ze ciag oscyluacy postaci (por.rys.3.2)

k L [k 2k+1}
X——, jesli xd| — 5 )
n n 2n

u, (x) =

k+1 o 2k+1 k+1
-x+——=, jesli xO — |
n 2n n

dla k=0,1,...n—-1 oraz n=1,2,..jest chgiem zbignym jednostajnie (a wt take i

punktowo) do funkcjiu,, ( x) =0.

u( x)s

l"Il
] AAAA AAAA X
0 1
Rys.3.2 Ciag minimizeréw dla zadania (P)
Z kolei
‘du:j)((x) =|u,(X)=1 p.w. naodcinky{ 0)1 (3.7)
Mamy wiec
0<infPs< 4—12.

Stad lim | (u,) =0, czyli inf P =0, natomiast

u, (x)=0=limu (%

n- oo

nie jest rozwizaniem zadania (P), g#y(u,)=1=0=inf(P). Oznacza to,ze cag
minimalizujacy nie jest zbigny do minimizera funkcjonatii (u):
| (u,) -0, alel(u,)=1
Nie mamy zatem spetnionego warunku dolnej pdlcsci funkcjonatul :
0= liminf | (u,) Z1(u,)=1.
Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznegomizera. Zobaczymy phdiej, jak

zrelaksowad ten problem, gywajac miar probabilistycznych (miar Younga).
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Pokaemy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwgaikdej. Zadanie
zrelaksowane (QP) dla zadania (P) magmagica posté.

Zadanie (QP). zZnalex¢

inf{[Qf(u(x),u( ¥) dx W W(Q), 0)= (11):0}, (3.8)

gdzie

[ f(ué),  jeslié]> 1,
Qf(”"z)_{uz, jesié|< 1 (39

Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizex 0. Zauwamy tutaj,ze zadanie (QP)
jest wypukte (zagadnienie jednowymiarowe). Uwypulkgdefunkciji ?(v) przedstawione na

rys.3.3.

~

Qf(v)

v

-1 0 1
Rys.3.3.Uwypuklenie funkeji f (u,v) = Qf (u,v) = Qf(V).

Zauwamy, ze:.

@)f (u,u)= uZ+(uZ—1)2 jest funkcy niewypukh wzgledem u (f jest wypukta
wzgledemu, ale ten fakt jest bez znaczenia).

(b) Brak wypukidci wzgledem u jest odpowiedzialny za brak dolnej palgiosci
funkcjonatu | (por. Ball [6]). Z kolei problem (QP) spetnia waka: Qf (u,f) jest wypukta
wzgledem & oraz Qf jest dolnie poteigha.

Zatem problem (QP) posiada minimum. Zémy uwag na to,ze ta metoda gubi
niektére istotne informacje o np. oscyeym zachowaniu giminimizerow.

Przejdmy teraz do problemu sterowania optymalnego, ktdeyposiada klasycznego
rozwiazania.

Przyktad 3.6. Zminimalizow& funkcjonat kosztow (por.[68])

3(u) :Zj(| S - |4 (3.10)
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przy nasgpujacych zataeniach:u jest takieze |u(t)| <1 dla prawie kadegot(0,T), oraz
spetnione jest rownanie:
y'(t)=u(t), y(0)=o0.
Zauwamy, ze funkcjonatJ jest niewypukty, a wic nie wiadomo, czy minimizer istnieje.

Poniewa J (u) >-T dla kazdegou, tzn. funkcjonal] jest ograniczony z dotu. de

3(0)= J{1y -1 )=

to y=0 oraz|u|2 =1 p.w. na odcinky0,1) . Ponadto,y =0 implikuje u=0 p.w. w zbiorze
(0,1). Zatem mamy sprzeczéio Pomimo to twierdzimyze inf J(v)=-T. W tym celu
konstruujemy naspujacy Ciag:

(1) = +1 dla 0st<T [ D) p= 1,2,..
" -1 dla0<t<T /n,

a nasgpnie przediaamy ten cig w ciag w sposob okresowy na caty odcinEikT]. Jak
widaé, wtedy

y, - 0 silnie orazy’ = :
Stad inf J(v) =-T. Jednak pardu, y) taka,ze y=0iu*=0, nie mae by rozwiazaniem

rozpatrywanego zadania, takeeiminimum jest nieoggalne.
Rozwamy zadanie uogdlnione, tzw. zagadnienie zrelaksewdfezmy dwie funkcje

u i v takie,ze
(u(t))2 <v(t)<1 p.w.w(O])
Okreslamy zbior K nasgpujaco:
K:{(u,v):v: Ui vs]}.
Widzimy, ze
(u,v)OTo( K) p.w,,
gdzie €6 ( K) oznacza domkatie uwypuklenia zbioruK .

Okreslimy uogdlniony funkcjonat kosztu ngstujaco:

j(u,v):;[(Mz—\)dt
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Zrelaksowany funkcjonaﬁ(u, v) jest funkcjonatem wypuktym wzgllem obu argumentow i

jest okr@lony na zbiorze wypuklym i domketym. Std wniosek,ze J oskga swoje

minimum, ktére jest realizowane w punkci@,v)=(0,1). Ponadto istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiedsio pomidzy JiJ okrelona przez UI—>(u,u2) oraz
J(u)= j(u, LF). Jesli mamy cag minimalizujacy {u,} taki, ze

I(u,) - I(u),
oznacza toze (un, uﬁ) jest chgiem minimizeréw dla]. Ciag ten jest zbieny do rozwizania

(0,1) bedacego minimizerem funkcjiJ. Te spostrzeenia umaliwiaja nam wprowadzenie

miar Younga.

3.3. Miary Younga
Niech kedzie dany cig {uj} taki, ze u;:Q -~ R™ orazu, (x)OK dla p. k. x0Q,
gdzie zbiérK OR™. Wiemy,ze jezeli u, —u,, wowczasu, (x) 0To(K) p.w. w Q, i wynik

imF(uj),

— 00

ten jest optymalny. Przygémy, ze chcemy znarelacje pomidzy limu; oraz |
- ]

gdzie F:R™ - R s funkcjami cagtymi, niekoniecznie afinicznymi.

Konstruujemy now funkcje (por.[68])
Uy x> U, () =(u (9, F(y (3)).
Woéwczas
U, (oK' ={(zF(): 0 K pw.wa
Zatézmy, ze

U, —U=(u,r o

- —U =(u,?), tzn.

=y

Woéwczas na mocy poprzednich rozamamyU (x) 0€6(K ) dla prawie kadegox Q.
Dochodzimy do nagpujacego zagadnienia: co mma powiedzié o granicach

wszystkich cigéw F (u,) dla wszystkich funkcji eiglych F, niekoniecznie wypuklych?

Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje gowyzszy chg dla funkcji wypuktych.
Otdz jezeli F jest funkch wypukla, wowczas
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F(uj(x))Af(x)z F(u(¥) dlapk x1Q
W ogoélnym przypadku odpowiécha powysze pytanie daje nagpujace twierdzenie, ktére
jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miasuMga, stowarzyszonych zagiem
funkcji zbieznych w sensie miary. Pomj prezentujemy wersje tego twierdzenia z prac
[27,28]; por. rownie Ball [9], Tartar [68], Dacorogna [21].

Twierdzenie 3.7.Niech Q bedzie zbiorem otwartym ", mierzalnym w sensie Lebesgue’a.
Niech K O R™bedzie zbiorem domkgtym i niechu,:Q - R"™, j=1,2,..., bedzie cigiem
funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a i takiehy, ([)] jest zbieny w zbiorzeK wedtug
miary, gdy j — oo, tzn. dla dowolnego otwartego otoczehiabioru K w R™ istnieje

I.immea:{xDQ u (X0 U} =0

J

Wowczas istnieje podgi {ujk} Ciqqu {uj} oraz rodzina probabilistycznych miar Radona

V., XOQ, o mierze dodatniej n&™ zaleiqca w sposéb stabo* mierzalny od nazywana
miarq Younga, taka,ze

@ |v,|= J'dvX <1 dla prawie kadego x0Q,
o

(b) supp, O K dla prawie kadego xJQ,

(c) f(uj);<vx, f)= J. f(A)dv, (1) w przestrzeniL” (Q) dla kadej funkcji cizgtej

RM

f:R™ - R spetniajzcej warunek lim f (1) =0.

e

Zal&emy ponadtoze cigg {uj} spetnia nagipujgcy warunek ciasnei:

Or>0 limsup mea% X1QnB,

Lo JON

u (X)|z= ¢ (3.11)

gdzie B, = B (0) jest kul o promieniur i srodku w zerzeNéwczas
|v,|=1 dla pk.x0Q, (3.12)
tzn.v, jest miag probabilistyczy i zachodzi nagpujgcy warunek(3.13)
dla dowolnego zbiortA Q i dowolnej funkcjif : R™ - R takiej, ze

Ciqg {f(uj)} jest cihgowo stato relatywnie zwarty w przestrzeni

L'(A), mamy naspujacq zbienasé: f(u;)—(v,, f) w L'(A). (3.13)

J
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Uwaga 3.7.Ball [9] udowodnit,ze warunek ciasrioi (3.11) jest rownowany warunkowi:

dla danega >0 istnieje cagta niemalejca funkcjag, :[O,oo) - R taka,ze

limg, (t)=w  oraz

t-oo

sup J g, (|uk (x)|)dx<oo. (3.14)

KON QnB,
Ponadto okazuje gize przy zataeniu (3.11) dla dowolnego zbioru mierzalneddl Q

mamy zbienos¢

f ([uj ) 4<VX, f (x[)}> w przestrzeni'( A),
dla kazdej funkcji Carathéodory’egof : AxR™ - R takiej, ze cag { f (Euj )} jest cagowo
stabo relatywnie zwarty w'(A). Std fakt ten jest réwnoway warunkom (3.11), (3.12) i
(3.13).
W tej samej pracy [9] Ball pokazade jesli ciag u, generuje miar Youngav,, wéwczas dla

WO Ll(Q;CO(Rm)) zachodzi réwnét

lim Sj{,[/(x,uk(x))dx: Kvx,t//( x[)]> dx

K - o0
Q
Intuicyjnie maemy myle¢ o mierze Younga jako o granicznym rozktadzie
prawdopodobigstwa, gdyk - 0, wartgci ciagu u® blisko punktu x. Precyzyjniej moa
powiedzi€ tak: niechB(x d) bedzie kuk otwart o srodku w punkciex i promieniu d > 0.
Niech x,k beda ustalone, podczas gdlyﬁ"(), jest rozktadem prawdopodokswa wartdci

funkeji u™ (y), gdy y jest wybrane losowo z kuB(x,J). Oznacza taze

v, =limlim v (3.15)

prawie wsgdzie.
W zastosowaniach znacgnrole odgrywaj nasgpujace fakty dotycace silnej
zbieznaosci ciagbw lub zbienosci wedtug miary oraz miar produktowych.

Lemat 3.1.[12] Zal&my,ze Q ma miag skoiczory i niech v, bedzie miag Younga
generowan przez cig {uj} o Woéwczas zachodzi réwnoimasé:

U, - u wg miary = v, :JU(X) dlapk x1Q. (3.16)
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Lemat 3.2. [12] Niech Q ma miae skoiczony, |Q<c. J&li ciqgi u,:Q - R™ oraz
v,iQ - R* generui odpowiednio miary Younga5u(x) oraz v,, wowczas ¢ig (uj,vj)

generuje miag Youngad,,, Ov,.

Podamy jeszcze weesjTartara [68] lematu 3.1. Tartar pokaza¢ miara Younga

redukuje si do rodziny miar Diraca wtedy i tylko wtedy, gdygiu, jest silnie zbigny w

przestrzeniL? (Q) dla pewnegop >1.

Lemat 3.3.[68] Niech u, Suwr (Q).wéwczasu; — u silnie w L?(Q) (p <) wtedy i
tylko wtedy, gdy, = J,,, (miara Diraca skupiona v (x)).

Przyktad 3.7. Niech u, —uw L”(Q) i niech f bedzie identyczngcia, tj. f(x)=x
Wowczas na mocy twierdzenia 3.7. mamy gaghca fundamentala wikasngé miar Younga
stowarzyszonych z@iem{uj} :

u(x) = jn/ldvx(/l).

Przyktad 3.8. Niechu:[0,1] — R bedzie funkcp ciagta i periodyczm o okresie 1. Wowczas

dla u, (x) = u( jx) mamy

* 1
f(u; () —=(v F(A))= [ F(u( Q) d, | - oo.
0
W tym przypadku mamy, = v ( miara jednorodna).

Przyktad 3.9. Rozwamy ciag {Sin( jx)} ,J =1,2,.. Mozna pokazé, ze odpowiadajca temu cigowi miara

Younga wyraa sk nasgpujaco (por.[71]):

1 dA
dv, (1) = g e (1),

gdzie X1a) jest funkcy charakterystycznodcinka (-1,1). Wobec tego dla wszystkich funkciji

f OC(R) mamy
vt _1% f(2) :
f(sinjx)—f == |——===dA, gdy j - .
(sinj) T =7 [ s 9dy )

Calka po prawej stronie jest rowna
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Przyjmijmy,ze f =id. Wowczas otrzymujemy

SlanA—ILd/] 0, gdyj - oo.

1V1-2%

Niech terazf (z) = Z. Woéwczas

(sm(JX)) - J.\/127 =2

Zauwamy, ze dwie ostatnie granice pokrywagic z wyrazeniem
1%,
— | f(siny)d
2r J ( y) y
odpowiednio dlaf =id oraz f (y) =y
Przyktad 3.10.Niech h: R — R bedzie okresowym rozszerzeniem ngmstjacej funkcji:

a, . . <
h(x):{ jesli 0<x<4,
b, A< x<1.

Okreslamy ciyg funkciji z, :[0,1] - R nastpujaco:
z;(x) = h( jx).

Poniewa funkcja h jest okresowa, to mamy negtijacy rezultat (por. przyktad 3.8):

« 1

z,— [h(y)dy=A ar(1-1) b

0

Ztozenie f «h jest funkcy okresow (por. przyktad 3.8), wobec tego zachodzi zb@¢

f(z)—A1(a)+(1-1) 1(D, gdy] - .
Stad wniosekze chg {zj} generuje miar Youngav :{vx} taka, ze
V, =AJ, +(1-4)3,.
W tym przypadku rodzina mie{rvx} jest niezalena od parametrx, zatem indeksxmozemy

opusci¢. Taky miar v nazywamyjednorodng miarg Younga (por. przyktad 3.8).

3.4. Miary Younga generowane przez gradient.

W zagadnieniach wariacyjnych mechanikianlkow cagtych wszdzie tam,gdzie
poszukujemy rozwizan scistych ladz przyblizonych, mamy na ogét do czynienia z

funkcjonatami zalenymi od gradientu deformacji (me tez wystapi¢ gradient wyszego

58



rzedu). Bedziemy wtedy méwd, ze miara Younga jest generowana nie przeg funkcji,
lecz przez eig gradientow (krotko: przez gradient).

Definicja 3.8. (Sychev [65]). Miara Younga(vx)xmjest gradientowy p-miara Younga,
gdzie pD[l,oo), jesli jest ona generowana przez gradient{/Duj} ~ Ciagu

jON

{uj}jDN DWl'p(Q;]R’“) takiego,ze chg {uj} jest stabo zbieny w przestrzeniv*? (Q;Rm),

a funkcje‘Duj‘p s jednakowo catkowalne.

Niech kzdzie dany funkcjonat

F(u,Q)= JW(x,u(x),Du( X)) d> (3.17)
Q
okreslony na przestrzeni Soboleva™” (Q;R’“) i niech cag {uj} bedzie ograniczony w tej

przestrzeni. Poniewanteresuje nas zachowanie &inkcjonatuF na przestrzeni Sobolewa

WP a nie tylko naW", konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podcatew

W(x,u,p). Mianowicie, ledziemyzadac, zeby wzrost funkcjW byt typu:

C.sW(xuA)s u+A’),  AOM™. (3.18)
W przestrzeniach funkcji catkowalnych wraz g-ta potga, jesli ciag {|Duk|p} jest
ograniczony le(Q), to generalnie nie memy zagwarantowajego ograniczornei w
L"(Q) (dla pewnegopO[1,)). Jeli jednak Ou’ 0L (Q;Mm") oraz

ﬂDuj (x)‘pdxs M (3.19)

dla pewnegoM OR, wéwczas istnieje rodzina/={vx} oraz podcig danego eaigu

x0Q

(oznaczamy tak samo) o tej wiasaoipze jesli

#(0u;)—¢ wL'(Q) dlagOc(r") (3.20)
to
#(x)= I¢(A)dvx(A) p.w. wQ (3.21)

Funkcjag musi spetnia zaleznosé

im 2 o (3.22)
A== 14 |A°
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W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowhnyrzez gradienty funkcji

catkowalnych zp—ta poktga wprowadza si hastpujaca przestrzé Banacha (dla ustalonego
p>1):

EP :{MDC(Mm”):supM<oo} (3.23)
e LH[A

Wodwczas p —miarami Younga &da elementy przestrzeni sgonej (E p)*.
Mamy nastpujaca charakteryzagjgradientowychp —miar Younga.
Twierdzenie 3.8.(Kinderlehrer-Pedregal [43]; Sychev [65]). Rodziméar probabilistycznyck(vx )XDQ jest
gradientow, P —miarg Younga, gdziep [] [1,00) , wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) istnieje U, OwhP (Q; Rm) takie,ze

J' Advy, (A)=0uy(x) dla p.k.x0Q (3.24)

M™

(b) nieréwnd¢

f(Ouy(x))= [ F(A)dy(A) (3.25)

MmN

zachodzi dla dowolnej kwaziwypukiej funkcfi takiej, ze

C.< f(A)<G,(1+|A]") diap. k-xDIQ,
(c) oraz J' j (1+|A|p)de(A) dx< o, dla p. k.xOQ. (3.26)
Q an
Uwaga 3.5.W przypadku skalarnym, tj. gdmin{n,n} =1, kwaziwypukid¢ redukuje si do
wypukitosci. Zatem kada rodzina miar probabilistycznych speta@g wiasnéci (a) oraz (c)
jest gradientow p-miara Younga. Warunek (c) twierdzenia gwarantue, tzw. moment
rzedu p jest skaczony. Jest to konsekwencj przygtego zatagenia o wzrécie funkcji

podcatkowej.

W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teoriiregpstaici rozwaza Sk ciagi ograniczone w

wtp (Q; Rm). Wéweczas z doktadrioia do podcigu mamy
u; - u,silnie w LP (Q;Rm) orazu; — Ou,, stabo wLP (Q;Mm”).

Jak wiemy (lemat 3.3), zbiros¢ silna w L° gwarantuje,ze miara Younga

generowana przez temgijest miag atomowve, natomiast stabo zhiay ciag gradientowiluy,

generuje miay v, taka, ze
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im W (0, (4,00, (4) o= [ [ W u( jA) afa) @

-
Ostatnia rown& bedzie mi€ znaczenie przy formutowaniu probleméw wariacyjnygeh
pomoa miar probabilistycznych.

Problemy wariacyjne waszego rzdu pojawiag Sie czsto w literaturze
matematycznej, itynierskiej i fizycznej. $ one gtéwnie powizane z zagadnieniami
dotyczacymi tzw. gradientowej teorii prz& fazowych i z nieliniow teora powtok.
Zagadnienia réwnowagi materiatdbw mikromagnetycznygymagaj wprowadzenia
drugiego gradientu.

Zwyczajowo, w literaturze matematyczijarq Younga nazywa si rodzina miar
probabilistycznychy ={VX} o Stowarzyszona z ggiem funkcji u; 1 Q [J RY - R™ taka, ze

nosnik miary supp(v,) O R™ zalezy od xOQ w taki sposobze dla kadej funkcji cagtej

f(x):R™ - R

f(u ()= F(9= [, f(A)d, (1) w L (),
gdzie staba granicd (x) jest mierzalna.
Nazwa tej miary jako probabilistyczna bierze zstd, ze catkowita norma miary,
jest (por. (3.12))
[v.d= [, dv.=1 diapk x0Q,
gdy suupv, jest ngnikiem miary v, (por.3.12).
Fundamentalna wiasgiotakiej rodziny miar probabilistycznych negstijaca: jezeli

ciag {¢( f, )} jest stabo zbimy w L”(Q), wtedy staba granica tegagu jest funkcj ¢ :

im [ ¢(f,)h(x)= [ () [.6(2) (1) &>
dla wszystkichh O L' (Q).

W rozdziatach 4, 5 pokamy zastosowanie teorii miar Younga do zagatnie

zwigzanych z mikromagnetykami nieodksztatcalnymi.
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Rozdziat 4

Matematyczne zagadnienia zwi gzane z mikromagnetykami
nieodksztatcalnymi

Rozpatrzmy w ramach teorii mikromagnetyzmu zagaaiei poszukiwania minimum energii
catkowitej (minimalizacji odpowiedniego funkcjongidla magnetykéw nieodksztatcalnych.
Zgodnie z zasadminimum rozpatrywagw rozdziale 2.6, poszukujemy rozktadu wektora

magnetyzacjim wewntrz sztywnego ciata ferromagnetycznego peptemperatury Curie,
zajmupcego obszaf [0 R", n= 2,3 pod wplywem zewgtrznego pola magnetycznego.
Zaktadamy ograniczenia na wektor namagnesowania2(p:

Im(x)| =1 prawie wszdzie w Q. (4.1)
Funkcjonat energii catkowitej sztywnego ferromaghatsktada siw tym przypadku z
trzech sktadowych: energii anizotropii, energii retnznej i energii magnetostatycznej
(por.(2.17-2.19)):

E(m) = [ ¢(m)dx-| H dx+% [.|oy’ ax. 4.2)

Niewypukta, dodatnia funkcjg jest gstdécia energii anizotropii i jest rowna zero
przy m|| e, dlaill, oraz wektory ¢ OR", n=23 definiup osie fatwego
namagnesowania materiatu:

o(te)<g(m),0Om# ¢ (4.3)

Dla tzw. jednoosiowych ferromagnetykéw funkaggaosiga minimum tylko wzdha
jednego kierunku tatwego namagnesowania, w tzw.ickalgch ferromagnetykach takich
kierunkow liniowo-niezalenych jest trzy. Wektor H:Q - R" opisuje przytaone
zewretrzne pole magnetyczne. Skalarny potencjat mageetya:R" — R zwiazany jest z
wektorem magnetyzacjn przez réwnanie Maxwella:

div(-Ou+x,m)=0 w R", (4.4)

gdzie x,, jest funkcy charakterystycznobszaru Q i zdefiniowan jako:

X (X)={

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych

1, przyxdQ,

(4.5)
0,przyxdQ.
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A={mOL(QR"):m| =1, p.w. we} (4.6)
Zagadnienie minimalizacji energii catkowitej szty®go ciata magnetycznego sprowadza Si
do poszukiwania rozwkania zagadnienia (P) :
(P) inf {E(m)| mO.A}. (4.7)

W pracy [30] pokazanaze mae nie istnié klasyczne rozwizanie dla zagadnienia
(P). Gdy takie rozwizanie istnieje, méwimyze energia ogga minimum i magnetyk jest w
stanie rownowagi.

W dalszej cgsci pracy ledziemy rozpatrywa przypadki, gdy klasyczne minimum w
zagadnieniu (P) nie istnieje dlategee funkcja podcatkowa, ktOra jestsjcscia energii
wewrgtrznej materiatu jest funkcja nie wypukta (patrzdaiat 2.6). Oprocz tego, warunek
(4.1) okrgla niewypukty zbiér funkcji dopuszczalnych (4.6adtagadnienia (P). Méwimy
wtedy, ze zagadnienie (P) jest niewypukie. Dla ragminia niewypuklego zagadnienia
minimalizacji (P) dla mikromagnetykdéw stosujeg¢ siézne metody relaksacji: gtownie

relaksaag wypukla (CP) oraz relaksacja przy pomocy miar Younga (RP).
4.1. Relaksacja problemu (P) przez uwypuklenie
Niech ¢(m)=¢" (m) oznacza dolnie potayle uwypuklenie funkciji gstaici energii
anizotropii magnetycznejp (por.(4.2)), jeeli |m|<1, za& ¢(m)=c w pozostatych
przypadkach. Wtedy energia zrelaksowanasergjvego zagadnienia przez uwypuklenie:
_ 1 2
RE(m) = [ ¢(m)dx-[ H m1cb<+EjRn|Dq o, (4.8)
gdzie dla kadegomL?(Q) istniejeuld H,(Q), otrzymane z réwnania Maxwella
-Au+div(my,)=0 wH™(Q).

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych

Al:{mDLZ(Q,R"):|m|s1, p.W. WQ} (4.9)
Wodéweczas relaksacja w§giowego zagadnienia przez uwypuklenie ma posta
znaleré
(CP) min{ RE(m)|m 0.4} (4.10)

Istnienie rozwazania zagadnienia uwypuklonego (CP) pokazano wepfaDeSimone [24], a

wiec
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inf E(m)=min REm). (4.11)

mOA mOA

Rozwhzanie wypuktego zagadnienia (CP) sprowadza d& rozwizania réwné
Eulera-Lagranga. W pracy [17] podano algorytm niyceny do obliczenia zagadnienia
(CP) oparty na metodzie Newtona-Raphsona, policzgmeyktady 2-wymiarowego
zagadnienia dla jednoosiowych ferromagnetykéw, takich, ktére maj jeden tatwy
kierunek namagnesowania. Do nich nalkrysztaty heksagonalne, romboedryczne oraz
tetragonalne z dodatpanizotropa (por.[29]).

W zagadnieniu (CP) zrelaksowanym przez uwypukleriscylacje cigow
minimalizujapcych nie mog by¢ zaobserwowane, poniewagubimy informagi o
mikrostrukturze. Rozwazanie zagadnienia (CP) opisuje poziom mezoskopasvgdniony, w
ktorym maliwe gtadkie polem jest poszukiwane.

Informacg o mikrostrukturze mina odzysk& przy pomocy miar Younga. Na
przyktad, dla jednoosiowego ferromagnetyka miafounga stowarzyszanz cigiem

minimalizujacym zagadnienia (P) jest (zob.[24]):

v, =A(m(x)) Onr(mpe) + (1_" (m (X))) G- (mx)
m (m(x)) =2 (1-(m(x) )] er (m() k) ¢, (4.12)
A(m(0)=4+—— "0

m(x) &
2 2f1-(m(re,))

gdzie edR? jest zgodne z ositatwego namagnesowanid,- udziat obgtosciowy. Mozna

znaleg¢ miar Younga na etapie obliczeniowym, korzystay réwngci (4.12) i tym samym
dosta informacg o mikrostrukturze. W pracach [58,59] pokazano klagyy numerycznego
obliczenia mikrostruktury ferromagnetyka. W danepge pokaemy przykiad obliczenia
mikrostruktury magnetycznej jednoosiowego ferronegka, rozwazujac zagadnienie

minimalizacji energii zrelaksowanej przy pomocy ni¥aunga.

4.2 Relaksacja problemu (P) z wykorzystaniem miar  Younga

Rozszerzamy klgs rozwigzan zagadnienia, ktére przy zastosowaniu metody beedoiej
wykazuje oscylacje ggoéw minimalizujcych, do pagjcia ,rozwiazania w sensie miary”. W
przypadku zagadnienia zazianego z mikromagnetykamiedriemy mowé o magnetyzacji w

k

sensie miary Stosujc definicje miary Younga, mamy: dlaagu m* réwnomiernie
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ograniczonego wL” (Q) istnieje rodzina miar probabilistycznydv,}  oraz podcig (tak
samo nazywanyin® taki, ze

lim [ g(m*(x),x)ax= [ [ (A x)dv, (1), (4.13)

dla kazdej funkcji ¢ ciagtej wzgkdem A, mierzalnej pox.

Przy takim podégiu zaktadamy,ze oscylacje eigébw minimalizupcych m*
zachodz na bardzo drobnej skali. W analizie problemwnrea s tylko kierunki wektorow
namagnesowania oraz wgdhe udziaty ohjtosciowe obszardéw - domen magnetycznych, w
ktorych te kierunki s state. Kierunki naley do ncénika miary, a wzgidne udzialy
objetosciowe & wagami miary.

Niech m* bedzie chgiem wektorow magnetyzacji, a/:{vx}xmniech zdzie
sparametryzowan miar Stowarzyszom z tym cihgiem. Poniewa m* przyjmuje swoje
wartdsci na jednostkowej sferze

s={yOr":[y|=1, (4.14)
wigc nasnik v, zawarty jest WS dla prawie wszystkiclx 0Q . Korzystajc z (4.13) funkaj

energi anizotropiiL(a(m)dx (por. (4.2)) zapiszemy w postaci:

lim [ g(m*)ox= [ [ @(3)dv, () dx (4.15)
Z drugiej strony, jeeli
m(x) = J;nldvx (»), xOQ,
to, korzystajc z (4.13): .7 (4.16)
m‘—m w L°(Q),

graniczna wart& energii zewatrznej (por. (4.2)) jest réwna—LH (hdx.

Jednak sprawa jest bardziej skomplikowana przy jfoize do granicy z energi
magnetostatycm%LJDurdx (por. (4.2)) przyk - o dlatego,ze magnetyzacjam i

potencjat u jest zwhzane § przez relag div(—Du+m)(Q):O. Ponizsze twierdzenie
wyjasnia spraw przegcia do granicy w energii magnetostatycznej.
Twierdzenie 4.1.(Pedregal [53]). Dla ggu magnetyzacj{mk}, kON takiego,ze

-1
loc

{divm"} jest zbiorem zwartym wH (R”) mamy

u — u (silnie) w H'(R") (4.17)
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gdzie
div (—Duk +mk)(Q):0 wH'l(IRi”) ,
mk;m w L7 (Q), stabo{], (4.18)
div (-Ou+my,)=0 wH'l(IRi").
W szczegolnéci, granica energii magnetostatycznej jesagaina gdy namagnesowanie
jest stal grania m* przy k - o, poniewa {divmk} jest zbiorem zwartym le,OC(R”).
Rozpatrzmy definigg magnetyzacji w sensie miary przez rog@zimmiar

probabilistycznych z nimikiem na jednostkowej sferz8 dla prawie wszystkick 0 Q oraz

takiej, ktéra mae by generowana przezag magnetyzacji klasycznen®, dla ktorej jest
spetniony warunek{divmk} jest zbiorem zwartym V\H'l,OC(RN). Dla takiej uogélnionegj

magnetyzacjiv :{VX} ., definiujemy energi catkowity nasgpujaco:

xO
— _ 1 2
E(v)=[ [.¢(x)av,(») d><+§Ln|Dq d- [ H i d, (4.19)
gdziem(x) = J'R adv, (1) i zachodzi div(-Ou+ x,m)=0, w H'l(IRi”) :
Ciag {divmk} jest zbiorem zwartym wH '1(R”) oraz
— =,
E(V)—leo E(m )
zgodnie z twierdzeniem 4.1. Chcemy ostabarunek natgony na dywergengj{divmk} ;
poniewa v :{VX}XDQ jest miag probabilistyczna zwzars z ciagiem magnetyzacjﬁmk} , to
korzystajc ze stabej agtosci odwzorowania rozvazan dla réwnania (4.4) i wypukkei
funkgji |Du|2 mamy:
p— . . — K
E(v)<fiminf E(m*). (4.20)
Rozpatrzmy zbiér funkcji dopuszczalnych

A={v={v} _:v, jest miay probailistycza

(4.21)
oraz suppy, 0S™ dla p.kxDQ}
Wowczas meemy sformutowd zagadnienie zrelaksowane problemu (P):
znaleé:
(RP) min{E(v)‘ v DZ} , (4.22)
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gdzie m(x) = .[SHM/X (d), dla prawie wszystkickk DQ , oraz
div(-Ou+ x,m)=0 wW'l*z(R").
Istnienie rozwdzania tak sformutowanego zagadnienia wynika z sekyjeej stabej*

polciagtosci dolnej E oraz ze stabej* sekwencyjnej kompaldriozbioru A ,[53].

W pracy [52] pokazanae
minE(v) = min REM)= inf E(m). (4.23)

Oznacza toze rozwhzanie zagadnienia zrelaksowanego przez miary Yo(RBa lub
uwypuklenie (CP) &dzie rozwazaniem zagadnienia (P).

Korzystapc z zagadnienia zrelaksowanego przez miary Youngajdajemy
magnetyzagg m w punkcie makroskopowynxQ jako wart@¢ oczekiwam zmiennej
losowej o zadanej funkcji rozktadu prawdopodabiava. Wynik ten mgzna zinterpretowa
jako pojawienie i na mikroskali domen o #édych kierunkach namagnesowania. Udziat
objetosciowy jednakowo zorientowanych domen ckoay jest przez intensywioi miar
Diraca, za orientacja tych domen dana jest przez punkty (@edpunkty na sferze)

koncentracji tych miar.

4.3. Numeryczna dyskretyzacja zagadnienia mikromag netyzmu
zrelaksowanego przy pomocy miar Younga
Stosujc analiz numeryczn lepiej jest korzysta z relaksacji zagadnienia (P) przez miary
Younga, a nie uwypuklenia. Wynika to z dwéch powwdo

1) uwypuklajc funkcg gestasci energii ¢ gubimy mikrostruktug, ktéra mazna
,0dzyska&” dopiero w wyniku obrobki otrzymanych danych,

2) zagadnienie (CP) jest ograniczone do przypadKdedy funkcja ¢ jest znana
explicite, co nie zawsze jest praktycznieaiivee. Na przyktad, dla funkcji

g(m)=cnf+cend, G 6>0,

nie znaleziono dotychczas uwypuklenia [24]. W thkiczypadkach méwimy o rozaganiu
zagadnienia (P) w sensie miar Younga, (zob. [1198]1,36,37,38,52,54,58,
61]).

Do rozwhzywania zrelaksowanych przy pomocy miary Younga adagh

zwigzanych z mikromagnetykami szeroko wykorzystage reetody numeryczne. Po raz
pierwszy numeryczp aproksymagj takich zagadnie zaproponowat Kruzik [38]. iyt on
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regularnej triangulacji obszarf) 0 R?oraz trzy-punktowych miar Younga, statych na
kazdym elemencie. Paiej Kruzik i Prohl [37] zaproponowali i przeanaizali uzgodnioa
metodt elementéw skiczonych bazuaica na aktywnej strategii efektywnego wyboru
dyskretnego rozwzania uogolnionego zagadnienia minimalizacji. Priggm byta
wykorzystana tzw. wielopunktowa miara Younga, kiforesénik S jest zwizany z
triangulachy obszaruR?. W pracy [37] zagadnienie (P) sprowadza do zagadnienia
optymalizacyjnego programowania kwadratowo-linioaeg

Podstawy matematyczne metod numerycznych do ezamia zagadnie
mikromagnetyzmu stacjonarnego zostaly podane wyptaeskina, Ma [48], w ktorej
dyskretyzagj numerycza wykonano aywajac kawatkami-statych funkcji namagnesowania.
Dla obszaruQ [0 R? badamy

min E(u,), (4.24)

€A

gdzie A, O .A wybieramy nagipujaco:
Ah:{,uhDA:,uh|KD[PO(K)]2, DKDT}, (4.25)

dla triangulacji kartezyskiej 7 =7°, ktora jest powjzary z tatwa 0sh hamagnesowania
ferromagnetyka i kawatkami stalym namagnesowaniem, |, D[ R( K)T. Gtéwnym

ograniczeniem takiego podeja jest warunek powkania triangulacji7© z osh tatwego
namagnesowani@JR?. Dla zwikszenia uyteczndci analizy numerycznej uhi autorzy
proponuj swoje schematy i algorytmy, wykorzystajdyskretyzowne namagnesowania z
rézng dokladndcia. Takie algorytmy dla rozwean zagadnié dotyczcych jednoosiowych
oraz regularnych ferromagnetykdéw znajdsje w pracach Kruzika, Prohla [37,59], gdzie
przy pomocy metody bezg®dniej zostaly zbudowane adaptywne algorytmy otbliiczenia
struktury magnetycznej. Stabcechy takiego poddgia jest ztaonas¢ obliczeniowa oraz
mozliwos¢ pojawiania si minimum lokalnego i nietrywialnych rozezan. We wszystkich
pracach [17,24,36,37,38,48, 52,58,89] dotggzh numerycznego obliczenia zagadnie
zwigzanych z mikromagnetykami zates¢ namagnesowanien i potencjatu magnetycznego
u, podana zostata przez rownanie Maxwella. Dla prdgpadwuwymiarowego to rownanie
jest rozwazywane jawnie przy pomocy formut Greena. Dla tygjwiarowego zagadnienia
rozwiazywania réwnania Maxwella z wykorzystaniem sztucinyvarunkéw brzegowych
znajduje s¢ w [72]. W pracy do rozwizania numerycznego zagadnienia zrelaksowanego

przez miary Younga,daziemy stosowadyskretyzacje zaproponowaw [59].
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4.3.1. Dyskretyzacja zagadnienia przy pomocy uzgod nionej metody

elementéw sko Aczonych.

Rozwaymy uzgodnion meto@d elementéw skéczonych dla zagadnienia mikromagnetyzmu
zrelaksowanego przez mgalfounga. Korzystamy z definicji i gtébwnych rezuliat prac
Kruzika i Prohla [37,59].

Zaktadamy, ze funkcja h(x,A) jest taka,ze h(x,A)=g(x) f(A) dla prawie
wszystkichx 0Q oraz dla wszystkichA 0S™, gdzie funkcjig O L' (Q) i f DC(S"'l).

Niech Tdi bedzie jednoroda triangulacy obszaruQ, rozmiary elementéw ktérej nie
przekraczaj d, >0. Jeeli d, < d,, wtedy mamy siatk 7, 0T, , tzn.7; jest drobniejsza
niz lel Analogicznie zdefiniujemy i triangulacy de na S™*, ktorej elementy nie
przekraczaj d,. Tak samo mamye sz2 jest drobniejszym rozbiciemm'r]j,j. Wtedy mana
otrzyma  triangulacg 7 :Tdi ><de na obszarze QxS z  rozbiciem
d =(d,, d,) 0[0,+e0)x[ 0,+e0)

Nastpnie okrélamy operatorP; : Ll(Q;C(S“'l)) - E(Q; O( S‘l)):

[Fglh](x,A):in h(xA)k  xO KOTZ, (4.26)

K]
[F{fz h](x,[)] jest operatorem, ktdry kdej funkcji h(x, 0} przyporadkowuje jej kawatkami

afiniczmy interpolacg

Lo
[PZh)(x,A)=>" h(x.A ), (A), (4.27)
i=1
gdzie funkcje bazy, s nieujemne, spetniage warunek
L,
2 u(A)=1 (4.28)

dla wszystkichA 0S™, orazL, = O(d;'”) .

Konstruujemy operator

=P, =RE=FH (4.29)

taki, ktory prowadzi do nagpujacej uzgodnionej aproksymaciji: na obszafejest ona

kawatkami stata Zana sferzeS™ jest kawatkami afiniczna. Zgodnie z (4.21) mamy

nastpujacy zbior funkcji dopuszczalnych
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A ::{V :{VX}XDQ :v, jest miag probabilistycza oraz suppy, 0 S"*dla p.k.x 0 Q} (4.30)
Operator sprzony P : A - A jest zdefiniowany nagpujaco
(vRI=(FvhH (4.31)
oraz Ag=P, A0 A.
Roubicek [61] pokazate dlalih(] Ll(Q; C( S“l)) ma miejsce rownig
lim|R;h—H|=0 (4.32)
Zatem

(v=rv B =[(w b Bh<] fopoesmy | * Phaqsy - O (4.33)

dia d - 0, awkc IMPv=v (slat) na L(@c(s™)).
d-o0
W pracy Roubicka [61] réwnie pokazanoze v .A, wtedy i tylko wtedy, gdy
Lo,
v, =X A(x)d,, xO0Q (4.34)
i=1
przy tym
Lo,
AQ-[0, YA=1
i=1
oraz A |, = A, s kawatkami state dla siatkf; dla kadegol<i<L,,oraz A 0S™ dla

kazdegol<i<L, . Tak wic mamy zbiér funkcji dopuszczalnych dyskretyzowany:

Aq ::{v“ :{"dK}m;l"’i =§:/\K,i5& DKD?;;}. (4.35)
Teraz zrelaksowane zagadnienia w dyskretnym pdiuaapiszemy jako:
(R"P) Epmiz{LLM¢(A)yd(dA)d<+%Ln and\zok-LH ﬁ\dd}, (4.36)
gdzie
Ma|worg = Sn_lA,UE (dn),

oraz spetnione jest rownanie

div(-Ouy + xo,m,) =0 WR".
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Zagadnienie (BP) jest dyskretyzagj jednoroda zagadnienia (RP). Popraw4do
postawienia tego zagadnienia i jego wigsn@proksymacyjne asrozpatrywane w pracy
[38].

Lemat 4.1.Zagadnienie (BP) ma rozwizanie WA,
Lemat 4.2.Niech ¢0C°(S™), HOL?(Q,R"). Jeeli d=(d,,d,) - 0 wraz z
d,/d" - 0,to
r%n(R F) ~ min( RF). (4.37)
Nastpny wynik o zbignosci jest wany dla wystarczao gtadkich wielkdci takich

jak rozwihzaniem .

Whniosek 4.1. Niech @ bedzie funkcp lipschitzowsl, HDWl'Z(Q,R”), a wektor
namagnesowaniam DWLZ(Q,R"). Rozwizanie zagadnienia {R) oznaczamy jako
v? =arg ming_ E, gdzie d :(dl, dz). Oprocz tego, rozwranie zagadnienia (RP) oznaczono

jako v =argmin, E . Wtedy istnieje stat€ >0 nie zalena odd OR? taka,ze

‘E(v)—E(vd)‘s c{q+ d+ d, } (4.38)
Dowdd wynika z oszacowania w dowodzie lematu 4 @adkaci ¢ | Horaz z

standartowych wynikow aproksymacji dla odwzorév@obolewa V\WLZ(Q,R") [20].
4.3.2.Schemat (R“’ F(g) na podstawie zbioru aktywnego.
jON

Zagadnienie(R%P) jest wypuktym zagadnieniem optymalizacji, w ktérynszukiwane

{/IKJ} . Zagadnienie to ma liniowo-kwadratgwtruktug oraz liczba niewiadomych jestedu

O((dl”)) co oznaczaze niewiadomych jest do wiecej, niz elementow podzialqui.
Oprocz tego, z wniosku 4.1 wynika koniecghiavykorzystania deej liczby punktow na
kazdym elemencieK DTdi po to,zeby dosta sensowa aproksymag minimum energii.

Wobec tego ma sens wykorzystanie metody adaptgcypa@roponowanej w [37] na

podstawie tak zwanego zbioru aktywnego, tzn. nieda zbioru pewnych punktéw na
kazdym elemencieK Dde, ktore @ wykorzystywane do poszukiwania rozzania. Metoda

ta bazuje na optymalnym warunku, ktéry po raz psemnbyt wykorzystany w pracy [19] dla

wariacyjnego zagadnienia skalarnego albo jednowsowiago. Do rozwgzania zagadnienia
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dyskretnego zrelaksowanego przez miary Younga lawdykorzystuje si niewielka ilai¢

punktow (czasami nazywanych atomami). Twierdzerdga@eodory’ego [36] prowadzi do
hipotezy,ze jezeli istnieje rozwizanie v0.A zagadnienia (RP) dla prawiexiego x1Q,
wtedy miarav, skupiona jest nie wcej jak w (n+1) punktach. Zasada maksimum
Weierstrass’a uzasadnia to.
Lemat 4.3. asada maksimum Weierstrass’a J37]. Niech H 0 L° (Q; R") , :R" - R bedzie
funkcja ciagta, oraz niecr(v“,md)DZd x 2 (Q;R") bedzie rozwiazaniem zagadnienia
(R'P). Wiedy

L. 725 (xA)vi (dA) = maxzz? (x A) - DX OKOT, (4.39)

AOS™!

gdzie Hamiltonian z definicji ma posta

7. =R(/,0id-g), (4.40)
dla /, =H -Ouy, orazu, jest rozwazaniem réwnanialiv(-Ou+x,m)=0 w R".
Lemat 4.4[37] Niech d :(dl,dz) bedzie parametrem dyskretyzaciji, nieeH? 0.A bedzie
rozwiazaniem zagadnieniéR(dl’o) P), oraz niechv® 0 Aq bedzie rozwazaniem zagadnienia
(Rd P). Niechm, , = v@9eid, orazm, =v*«id, z odpowiednimi rozwizaniami L
u, réwnania Poissona. Wted}z'f‘/(dl,dz) = {40 Prawie wsgdzie w Q, gdzie /,oraz /,
sa mnaznikami Lagrange’a odpowiednio dla zagaofn(eRd P) [ (R(dl'o) P).

Podobnie jak w [61], zdefiniujemy naptijaco nainik miary Youngav 0. A :
supp :{(x A)OQxS™; AD suppx} (4.41)

oraz zdefiniujemy inne zagadnienie, nazywiﬁl%l %), w ktérym zawzamy nanik miary

Younga z A4 do zbioruQ O QxS™, gdzie zbiérQ jest ziaony z wybranych punktéw
{Ai}K na kadym elemencieK DTdf, patrz (4.43). Zgodnie z [19], mamy zrelaksowane

zagadnienie( R I%) dyskretyzowane przyzyciu aktywnego zbior@:

(*R)  min{ [ L.o(aN (@)a+3 ],

o = LMA,UE (da), dlasupp” OQ,

Dumdrd(—Lf ﬁ\dd}, (4.42)

my
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div(-Ouy + xom,) =0 w R".

Dla kazdegos >0 definiujemy nastpujacy zbior:

Q:{(X,A)DQX S Hx,A)zmax Hx B)—a}. (4.43)

BOS™
Lemat 4.5 [37] Niech zbiorQ 0 Qx S™™ bedzie taki,ze
{(X,A)DQXS'H; A jest vezlem siatki rozbicid; (4.44)

d — d N
72 (0 A) = maxz (x A)} 0Q.
oraz niech/, bedzie odpowiednim mnmikiem Lagrange’a zagadnien(&d P) .

Wtedy kade rozwazanie zagadnieniénRd %) jest rozwizaniem zagadnieniéRd P) .

Nastpujace lematy dotycx zastosowania aproksymacji hamiltonianu w schemacie

aktywnego doboru.
Lemat 4.6.[37] Niech Hh—?z//‘:I HL‘”(Q;z) <¢/2 dla pewnych rozvazan zagadnienia(Rd P) z
mnaznikom Lagrange’a/,i dla pewnych}. O S™* takich,ze dla prawie kadych x 01Q
arg maxz; (x (| arg mak(x O X (4.45)
Niech zbiér Q bedzie zdefiniowany jak wcZaiej. Wtedy kade rozwazanie
zagadnienie( R %) bedzie rozwazaniem zagadnieniéRd P) :

Lemat 4.7. [37] Dla kadego € > 0 istnieje takieav2 >0, zejezeli d, < a; to

‘71}“1"’2)— (4:@) <el?2 (4.46)
(dp.d2) (a1, ) L"“(stn’l)
Lemat 4.8 [37] Niech
— -1. 2/b b N
Q—{(x,A)DQxS” 74 (xA) 2 max7z) (x A) g} . (4.47)

Dla kazdego € >0 istniejeb = (dl, sz) takie,ze dla wszystkichd, > a; kazde rozwazanie
zagadnienia( R %) z parametrem dyskretyzacql = (dl, dz) jest rozwizaniem zagadnienia
(R'P).

Warunek optymalny z lematu 4.3 sprawdzamy kolejlaokazdego elementK D?’df

po to, by w procesie minimalizacji otrzymyeapunkty aktywne na kalym z tych
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elementow. Takie dziatanie prowadzi do tak zwansgematu {(R‘“ R

na podstawie
Q )} JON P

zbioru aktywnego: wybieramy cig {gj} D(0,+oo), pocatkowy parametr dyskretyzacji

jON
d* :(dll, dzl), oraz kryteria zatrzymaniaTOL>0. Dalej oznaczamyv'OAg jako
rozwiazanie zagadnienia( R" F(g) dla kadego d’=(d},2"'d;) oraz #’:= H oz
mnaznikami Lagranga/; odpowiadajcym vl
Algorytm 4.1.[59]

1. Zada j:=Lh =0, =¢,.

2. Zbudowa rozbicie 7 i obliczy¢ Q017 .

. , J _— . d!
3. Obliczy¢ v' :=arg rﬂ'jn(R I%).

4. Sprawdzt czy zachodzi zasada maksimum dlg jezeli tak, wtedy $¢ do punktu 6,

jezeli nie- kontynuowa.

5. Zwigkszy¢ wskanik tolerancyjny ( tzn. ilé rozpatrywanych atoméw) zakladaj

£:=2¢ iis¢ do punktu 2.

6. Jeeli j =1, wtedy 8¢ do punktu 8., jeeli nie - kontynuowé.

7. Jeeli spetniona jest nieréwiso E(vi‘l)—E(vi)<TOL, wtedy koniec, jeeli nie, to

kontynuujemy.

8. Potazy¢ j:=j+1, oraz zbiérh: #17*, d’ ::(dl, d21'1/2) € =&, i$¢ do punktu 2.
Uwaga 4.1. Liczba £>0 jest parametrem dopasowania w schemacie iteratywny
Parametr ten jest dobierany w zalesci od parametru dyskretyzacji podstawowetjo
(por. lemat 4.8). Mata liczba ogranicza wzbogaceni@ na j -tym kroku iteracyjnym.
Uwaga 4.2.Poréwnanie zasady maksimum Weierstrassa dla zb@ruktory jest

ztozony z elementdw i punktow rozbicid ; oznacza rozwizanie dyskretnego

zagadnienia optymalizacyjnego dlazdago K DTdi.
Na kazdym kroku jON w zagadnieniL{(Rd’ %)} zbior atomow aktywnych na kdym
jON

elemencieK DTdi jest ztaony z weztdéw, ktére g wydzielone z rozbicia(szj W kroku 4

algorytmu 4.1, ktory zabezpiecza optymathebioru Q dla istniejcej triangulacji 7 , tzn.
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v =arg mln(Rd ) arg m|r( R F) (4.48)

.Adl
Korzystamy z lematu 4.3. dla potwierdzenia gaghcego rezultatu.

Whniosek 4.2. [59] Niech zachodz warunki z wniosku 4.1. Wtedy wj-tym kroku

przedstawionego algorytmu mamy dla:= arg g]in( R R )

ki
(dll)nlz

W nastpnym rozdziale pokeemy przyktad numeryczny rozg#ania dwuwymiarowego

E(v?)-E(v')sCi{d+2" d+

(4.49)

zagadnienia mikromagnetyzmu dla magnetykéw nieddksinych zrelaksowanego przez

miary Younga.
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Rozdziat 5.

Przyktad numeryczny.

Rozpatrzmy przyktad dwuwymiarowego zagadnienia orikgnetyzmu przy zateniu,ze
ferromagnetyk ma jedros tatwego namagnesowania. Energia anizotropii mygeegj

ferromagnetyka zadana jest przy pomocy funkcji (2ot 7)):

¢(m)=10" nf+(m§-1)2)- (5.1)
Taka postéa funkcji ¢ byta rozwaana w pracy [48]. W tym przypadku potencjat

posiada dwie studnie 0,1)i (0,-1), co oznaczaze ¢(0,1)=¢(0~1 = C. Funkcjonat
energii wewgtrznej jest wtedy niewypukty. W tym przypadku rGemnie znana jest posta
dolnego poétcigtego uwypuklenia¢(m) (por. rozdziat 4.1), a wc nie mana poszukiwa

minimum funkcjonatu metadbezpdredni rachunku wariacyjnego.

Niech obszaQ = (0,1)2. Przyjmujemy zewgtrzne pole magnetyczne w postaci

H(x)=(ax(%-1),bx~- ¢, x=(x x)0Q, (5.2)
gdziea=3.5x10%,b= % 10° c= 10 .

Energia catkowita wyra st wzorem (por.(4.1)):
£(m)= [[10° [t +(mf =) (240 -9 (o R o)) 5[0 63

W celu znalezienia minimum energii danej tym  wxnore stosujemy  relaksag]

funkcjonatu przez wprowadzenie miar Younga i dySkracg. Stosujc dyskretyzagj

uzywaé bedziemy oznaczeprzyjetych w rozdziale 4.3.

Dyskretyzuac zagadnienie, przyjmujemye d = (N; K) . Oznacza to rozbiciﬂl1
ktore dyskretyzuje obszd® na N réwnych warstwr D7;11 dlad,=N=6, a rozbicie7;22
dla d, = K =3 oznacza wybor punktowA ,A , A , odpowiadagcym katom 6,,6,,8;,na
okregu S.

Mianowicie, poszukujemy wektora namagnesowamniav postaci

m = LAde (A) dapwxOQ (5.4)
gdzie S oznacza okig jednostkowy, ktory jest snikiem miary Younga.
Stad
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K K
dv (A)=>4(x)d,, xOQ, A Q-[0},>A=1 (5.5)
i i=1
oraz A |T =), jest kawatkami stale na warstwach (patrz rys.5.0)7, dla kadego

1<i<N, orazA, 0Sdla kazdego ki<K.

1 A

A,

0 1

Rys.5.1.Dyskretyzacja obszar(® oraz okegu Sdla dwuwymiarowego
zagadnienia.

Parametryzujc okrag S katem & mazemy (5.4) zapisajako:
m(x)= ["A(6)dv,(6), xOQ, (5.6)
gdzie
dvx(H)ziﬁi(x)JAl, x0Q, A Q-[0}, i/t =1 (5.7)
i i1

oraz A |T = A, sa kawatkami state dla 4i <K, A, 0S dla kadego ki<K.

Wektor namagnesowania zapiszemy jako:

o E2A(X)(cos8 sirg) =Y A, ((cof sif]), (5.8)

i=1 j=1i=

K
mh
1
gdzie ZK:A”. =1dla kazdego j =1,...N , oraz 4, :Q - [0,1]. Oznaczymyn, |, =(m; m,)
i=1

na kadej warstwieT,, gdzie j =1,...,4, wtedy

K K
m; :Z/‘ij cosd, m =ZAJ cog . (5.9)
i=1 i=1

W | -tej warstwie zadajemy mialyounga skoncentrowarw K punktach"i" o
roznych intensywneci /.

Zapiszemy energicatkowity E (por. (5.3)) jako sum,liniowej’- E, wzgldem miary

Younga, oraz ¢&ci ,kwadratowej’-E, wzgledem tej miary.
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~Liniowy” czton energii catkowitej po dyskretyzaajna posté:

Rozpatrzmy cgé¢ E, energii catkowitej
1 2 1
E, =5 L2|an| dx—EJmh My, db,
ktora aproksymujemy w nagtujacy sposéb
1
E, =§ZmT {0u,). -
T

Przez< . > rozumiemy grednienie po pojedynczej warstwie.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Celem naszym jest wyznaczerﬁlﬁum>|T przy pomocy przytych miar Younga. W

tym celu poszukujemy rozwiania roéwnania Maxwella:
div(-Ou, + x,m,) =0 wR?,

gdzie x, jest funkcy charakterystycznzbioru Q :

Xa (X)={

Rozwigzanie w ptaskim przypadku wyta sé wzorem [59]:

1, przyxJQ,
0,przyxdQ .

1 . 1 .
u, (x) = "o .|'In|x ~y|div, m(y)dy :2—7Td|vX Iln|x -ym(y)dy OxOQ.
Q Q

Caltke po Q zastpujemy sum po warstwach:

U, (x) = 2 My |+ Gy (x),

TOT:

gdzie

G, (x) :—%Talln(|x—y|)n ds,

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

oraz nOR? jest jednostkowym wektorem normalnym, skierowangen zewatrz brzegu

obszarudT .

Obliczamy

uh(X)=i(ijk+rq G)( % %,

i=1

(5.17)

gdzieG, i G, obliczamy z wykorzystaniem catkowania symbolicznggogramu ,Maple”:
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G, =—iNIdy O 0 J(x= w7+ (% ¥ dy
Toomd oy,
' (5.18)
__ 1N
——Z—I[In\/(xl—l) (%= va)* = InJ( %)+ ( %- ) }dx
Ti5
N
Dokonupc zamiany zmiennychy, — X, = v, dy, = d\, mamy:
Lo
Gli=—%r [In (% =1)°+V —Iny x* + \f}d\. (5.19)
Niech J'Inx/u2+v2dv: ] u ¥, wtedy
0
1 i i-1 i
G =—— -1—- — [ - —
o=l iy ) § e o Bl
_ (5.20)
o]
Analogicznie
1 o 0
G, =—— | dy, [—I dy= 5.21
. 2ﬂi_j1 yzojayz ny(x- %) +(%- ¥)° dy (5.21)

gy O e R
S (R g R B

Wstawiapc (5.20) i (5.21) do wzoru(5.15) otrzymujemy jawmaleznos¢ u, od

zmiennych(x;, X,).

Nastpnie obliczamy

du @
Ou, | :<ii> , (5.22)
T
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Tutaj T oznaczai —ta warstw podziatu,i =1,...N .

W opisie procedury numerycznej funkc<§:> [ <§—):> oznaczamy odpowiednio

przezul[i] i u2[ 1|, gdziei - jest numerem warstwy (patrz Dodatek1).

Podstawiajc (5.9) i (5.22) do (5.12) otrzymujemy

13 ou ou
E, = +m,(—) |, 5.25
a3 () (2] 25
gdzie gradienty na poszczegolnych warstwgeil,..K s funkcjami wektora
K K
:(ZA“. cosq , Y A sin?J = LK j= 1L.N. (5.26)
i=1 i=1

Stad widat, zeE, jest funkcyi kwadratow od A, . W celu uproszczenia zapisu nie

podajemy tych zalanosci explicite.
Zatem otrzymujemy zagadnienie minimalizacji funkgéu

mln F (A ) (5.27)

A

F(A)=354 | (10%(cosq + cot )~ (ax (- b oo +(bx- 9 sir))a

i=l =1 (i-1)/N
13 ou ou
+ﬁ. (m1<axl> +mz<a>i} (5.28)
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przy ograniczeniu

iAij =1, A Q-[O0L (5.29)

i=1
W procedurze numeryczngj oznaczamyjakO([i, j] .
Wprowadzajc mnaniki Lagrange’aL[ j], j=1,..N, zastpujemy zagadnienie (5.27)

nasgpujacym zadaniem poszukiwania punktu ekstremalnego funkicjona

F(A.L[1]). (5.30)
czyli
0F _o 90F _o
04, oL[]]

gdzie F (4, L[j])=F (4 )+L[i]. oraz4, :Q - [0,9].
Otrzymalémy zagadnienie, w ktérym funkcjonat jest funkkjvadratova wzgledem
niewiadomych/, , a wigc rowniez funkcja wypukia.

Tak wiec zagadnienie nieliniowe i niewypukte dki wprowadzeniu miar Younga
zostato zagpione zagadnieniem wypuktym i kwadratowym. Truéth@olega jedynie na
konieczndci wprowadzenia diej liczby niewiadomych. Aproksymacja przez dyskretygacj
odtwarzagca obraz mikrostruktury wymaga drobnej siatki i destanie bogatego zbioru
punktow koncentracji miar Younga.

Takie zagadnienie nzoa zapisé jako:
min (x) =2 (,A%) + (b x). (5.31)

gdzie0<x <1, 1<i<N, oraz
Cx+d=0, (5.32)

gdzie N jest liczly niewiadomych (w naszym przyktadzie jddtx K + N = N( K+1)
niewiadomych). TutajA O R*? jest maciera, otrzyman z obliczenia energii
magnetostatyczne, , wektorb wyznaczamy z obliczenks, - sumy energii anizotropii
magnetycznej oraz energii zegtrznej.

Numeryczna realizacja zagadnienia w ,Maple” podanoodddku 1.
Zadajemy w procedurze: >
mi6:=proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::ar ray(1..3))

llo s¢ warstw, na ktére podzielono obszar Q: N=6.
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llo s¢wybieranychk  atéw naka zdej warstwie: K=3.

Zadajemy k aty 8,i=1,2,3naka zdejwarstwie: theta =
-7l 6,2 13;— 27 /3,
alpha= -7/6;2rr/3;,— 2T 3.

Wybor katow ma duy wpltyw na rozwizanie. W rozdziale 4.3. znajdowano ydave
katy dzigki wprowadzeniu do procedury zasady maksimum Weiessdral utaj przy wyborze

roznych katow wsrod rozwizan szukamy optymalnych, tzn. takich, aby poszukiwape(w

procedurze X[i,j]) byty dodatnie, oraz aby energia cafita byta minimalna. Tego wyboru
dokonujemy poréwnug rezultaty ranych kombinaciji.
Wprowadzamy nagpujace dane:
M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));
evalf(Ec);
eval(X);

Wykonujac procedug numeryczg znajdziemy najpierw intensywbd ;.
Zauwamy, ze wielkdci te musz by¢ z przedzia’fu[O,:I] oraz suma ich w kalej z warstw

rowna 1.

.357955730 .423753362 .21829090

3437098152 .4269783974 .2293117874
3406909877 .4278708239 .2314381885
3406909881 .4281362218 .2311727901
3437098152 4277527417 .2285374431
1.3579557302 4249567449 2170875249

Rozwigzujac to zagadnienie otrzymamy poszukiwany dyskretyzowarwektor

namagnesowanie (w sensie miary) na kdej z 6 warstw:

M :=table(1 = [-.0110233785-.0010421600 2 = [-.0304836608.0006706018
3=[-.0346074560-.000229841P, 4 = [-.0346074554.000229841f
5 =[-.0304836608000670601F
6=[-.0110233789.0010421601]).

Energia catkowita przy takim wektorze namagnesowanigasvartgci:
0.001100981308.
Powyzszy przykiad ilustruje jaksiowo utazenie s¢ wektoréw namagnesowania

zgodne z kierunkami przytonego pola zewgtrznego, (por. Rys.5.2).
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Zauwamy, ze wypadkowy — wektam) =((m,m)) :i/‘u (cosd , sird ' na
i=1

kazdym przedziale T nie jest jednostkowy, ale jest kombirgcjiniowa wektorow
jednostkowych.

Wprowadmy oznaczenia:

(m), =23:/1u (cosg , sirg) dla j=1,..., (5.33)
E

na 1-j warstwie <m>l =(-0.110233785e-1, -0.10421600F,

na2-j-  (m), =(-0.304836608e-1, -0.6706018},

na3j-  (m),=(-0.346074560e-1, -0.2298412},

na4-j-  (m), =(-0.346074554e-1, 0.2298416},

na5j-  (m) =(-0.304836608e-1, 0.6706017§,

na6-j-  (m), =(-0.110233789-1, 0.10421601§.

Mikrostruktura sa wektory :
na warstwieTl:O.3579557306 cds )6 ;sfrm )/)3

0.4237533620 cqs 2 )3 ;ffn72 ))3 0.2182909074 cds- 72 )3 ;fr 72 ));
na warstwieT, : 0.343709815@ cds-7r J6 ;sfrr ),

0.426978397ff cds 72 )3 ;fn72 )), 0.229311787f cds 72 )3 ;sfn 2 ));
na warstwié'3:0.340690987Q cdsr )6 ;sfrr )/}

0.427870823p cds 72 )3 ;fn72 )),0.2314381886 cds 72 )3 ;fn 2 )k
na warstwid, : 0.340690988@ cdsr )6 ;sfrr )/)E

0.428136221 cqs 72 )3 ;gin72 ), 0.231172790fL cds 72 )3 ;sin =2 ),
na warstwid: 0.343709815f cds7r )6 ;sfrr JE,

0.427752741f cqs 2 3 ;in72 )), 0.228537443fl cds 72 )3 ;sin =2 )},
na warstwieT, :0.357955730p cqs7r )6 ;sfrm )p

0.424956744f cds 72 )3 ;fin72 ))3 0.217087524p cds- 72 )3 ;fr 72 )).
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- 4§
-+ T

Rys.5.2.Poréwnanie kierunkow wektoréw namagnesowz(mi‘e}T (cienkie) oraz przylzonego

pola magnetycznegbl (grube) na warstwach.

Na rysunku 5.2 przedstawiono wypadkowy wektor namagwania(m}T na

poszczegoélnych warstwach w poréwnaniu dednionego wektora pola zewtrznego.
Pomimo malej liczby elementow dyskretyzacji oraz geomelyskretyzacji (. warstwy
zamiast kwadratéw jak w rozdziale poprzednim) widoczegt jjakgciowo poprawny
charakter uktadaniasiwektoréw magnetyzacji zgodnie z przsmym polem zewgtrznym.
Oznacza toze zastosowana procedura numeryczna zostata popraapisana i mma p

odpowiednio rozbudowado konkretnych, bardziej skomplikowanych zagafinie
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Rozdziat 6
Niescisliwe | prawie nie scisliwe ciatla magnetospr ezyste

W niniejszym rozdziale rozpatrujemy zagadnienie nielimowpgzystego magnetyka,
zakladajc ze ciato jest nigcisliwe albo prawie nigcisliwe. Wyznacznik gradientu deformaciji
dla nigcisliwego i prawie niécisliwego drodka rowny jest odpowiednio 1,
tzn.detDu(x):l, albo prawie 1. Wykorzystgg model zaproponowany przez Rybk

Luskina w pracy [63], pokemy istnienie rozwizania zagadnienia minimum energii
niescisliwego ciata magnetosgtystego oraz udowodnimy,e to rozwjzanie jest granic
rozwiazan zagadnienia minimum energii dla ciat prawiesnidiwych.

Model matematyczny dla materiatdbw magnetespstych, w ktérym deformacija i
namagnesowaniea ssprzzone, jest opisany w pracach [15,25,26,33,39,55,60\89pracy
[63] udowodniono istnienie minimizeréw deformacji oraz magnesowania dla
magnetospizystej energii swobodnej. W opisie energii istotne jest w jak@jfiguraciji
opisujemy funkcje estasci energii. Namagnesowanie opisujemyests w konfiguracji
aktualnej, z& energé¢ sprzysta w konfiguracji odniesienia. W celu ujednolicenia zapisu
nalezy wyznaczy Jacobian deformacji. Deformacja jest odwzorowaniem \wzaie
jednoznacznym prawie wsdzie, caglym oraz o dodatnim wyznaczniku z gradientu

deformaciji.

6.1. Energia deformowanego ciata magnetycznego

Zaktadamy, jak i wczmiej, ze ponkej temperatury Curie materiat magnetyczny jest
opisywany przez wektor namagnesowamaQ - R®. Cialo magnetyczne w zewinznym
polu magnetycznynH ,, podlega deformacji. Konfiguragcjodniesienia jest obszar otwarty

QOR? u:Q - R® oznacza wektor deformacji, & = Ou gradient deformacii.

Energe cialta magnetosptrystego zapiszemy jako, (por.[60]):
1
I(um)= [ &(x,F(x),m(x),0m)dk~ [ H,(u(x))m(x) d(+EL3|D(|2 k. (6.1)

Ta energia zawiera czton z poliwypakiunkcja @, rozpatrywan przez Rogersa w pracy
[60], dotycacej magnetosgeystasci , por. (1.1). Czton ® jest sum energii wymiany,
energii anizotropii magnetycznej oraz energii magnetagptej. W niektérych szczegdlnych

przypadkach przyjmujegize energia (6.1) nie zalg od Om, (por.[25]).
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Analogicznie jak w pracy [63] rozpatrujemy krysztadgnetosprzysty znajdujcy Sk
w obszarzeQ O R® z lipchitzowskim brzegienmdQ . Deformacg krysztatu opisuje wektor

u:Q - R*®, ktéry jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym egularngci

u DWZ'Z(Q;R3) i zachowugcy orientacje, tzndetu (x) > C prawie wszdzie wQ, (rys.6.1)

) b)

u(@)

oQ

u(aﬁ)

Rys. 6.1. a) Wzajemnie jednoznaczna deformacjaanbs®, zajmowanego przez krysztat w
konfiguracji odniesienia; b) deformacja, ktora jeist jednoznaczna.

Regularnéc¢ uDWZ'Z(Q;R3) implikuje, ze obrazu(ﬁ) domknktego zbioruQ oraz
u(aﬁ) brzegu obszaruQ s zbiorami domkrgtymi, natomiast deformowany obszar

(’)(u) :u(ﬁ)\u(aﬁ) jest zbiorem otwartym (por.rys.6.1). Zayony, ze rozpatrywane ciato
deformuje si w sposéb zgodny z zadana niepustej g&ci brzegul 0 0Q deformacy:

u(x) =u,(x) dla wszystkichx OT . (6.2)
Jezeli wektor namagnesowanim(x) krysztatu jest w naturalny sposéb zdefiniowany w
konfiguracji aktualnej, m:©(u) - R®, por.[6], oraz m DWl'Z(C’)(u);R3), to mamy

nas¢pujaca rownasc:

_[(|Dzm(z)|2+|m(z)|2)dz:J(‘Dzm( u( x))‘2+‘m( 7( x))‘z)detD u(Xdx<e. (6.3)

o(u)
Warunkiem nasycenia magnetycznego ciatazepriemperatury Curie jest

nasgpujaca relacja w konfiguracji odniesienia

‘m (u (x))‘detDu(x) =T wQ, (6.4)
gdzie r jest parametrem konstytutywnym, statym przy ustalomep&raturze i jest w
literaturze nazywany saturagnagnetycza, (w poprzednich rozdziatach 2,4,5 w

rozpatrywanych zagadnieniach dla sztywnych magnetyl{c’rv‘(u(x))‘ =1).
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Rybka i Luskin w swojej pracy [63] wykorzystali ngstijaca post& energii dla

przypadku krysztalu magnetogpystego:
J(u,m) LK‘DZ ‘de+LW(F,mou(x)) &+ L(u)a O0.m z)|2 -
—L(U)Hext(z) (z)dz+e, (um) .

Parametryx oraz a w réwnaniu (7.5) & dodatnimi statymi materiatowymi zadeymi od
Ponadto w (6.5) przyio nas¢pujaca definicje:

o () o= L[ ] , (6.6)

gdzie )(O(u)(z) oznacza funkejcharakterystycznobszaruO(u).

(6.5)

temperatury.

0%0%,

i

Energia ciala magnetospystego w réwnaniu (6.5) skladae si energii opisujcej
efekt oddziatywa powierzchniowych, ktora z kolei jest opisana przy pomopgratora
zdefiniowanego w (6.6), energii anizotropii magnetyczeegrgii wymiany, powstatej w

wyniku dziatania przyteonego zewetrznego pola magnetycznegbl_, oraz energii

ext
magnetostatyczne;.

Ostatni czton w energii oznacza nielokatizesé energii magnetostatycznej

8eg(UM) == [ |0, (2) 2, 6.7)
gdzie ¢ spetnia rownania Maxwella
div, (DZZ —)(O(u)m) =0, zOR®. (6.8)

Majac wektor namagnesowanm w konfiguracji aktualnej meemy przedstawi ten

wektor w konfiguracji odniesienia jakm-u:Q - R®. Wéwczas (6.5) przyjmie posta
J(u,m)= LK‘D2 ‘de+LW x,Du,mou(x)) &
+La (u(x ))‘ detTu (x)dx - LHext (x)) @ (u (x)) deu (x) ok (6.9)

1
3 L3|DZ(| dz.

Energe magnetostatycane, (u, m) mazemy zapisaw postaci:
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DZZ(2)|2dz:—; [ DUZ(U(X))‘de+—; [ 0.0 (2f o

o(u) R3\O(u) (6. lO)
:% ﬂDZZ(u(x))rdeﬂ]u(x)dx+ 0.
Q

1
emag(u’m) :E J.
]R3

Energia anizotropii magnetycan(F,m) jest funkcy ciagta gradientu deformacii
FOR?*® oraz namagnesowania OR®. Tutaj R>® oznacza grupmacierzy o wymiarach 3
na 3 majcych wyznaczniki dodatnie. Poniewvaaktadamy,ze temperatura jest stata, to
gestas¢ energii anizotropiW (F,m) nie zaley od temperatury.

W pracy [63] przygte zostato nagpujace zataenie: gstas¢ energii anizotropii
woc? (Rf‘3><R3;]Ri) jest rozt@ona na dwie aZci, a mianowicie:

W (F,m) =W (F,m)+y/(detF), (6.11)
gdzie funkcjeW, i ¢ speiag nasgpujace warunki:
1. funkcja z//:(O,oo) - R jest funkcj ciagta, wypukh, oraz spetnia nagtujacy
warunek wzrostu przy > 2 orazg > (

c. (a‘q + aq) <¢(a) dlakadego 0<a<+w (6.12)

2. funkcja V\/l:IRiiXSXIRis - R jest funkchp ciaglta oraz spetlnia nagbujace warunki
wzrostu:
istniep staleC_orazC, takie,ze 0<C_<G(,, oraz
C.(FF-1)sW(Fm)< G (F[ +1) dia 2 r< (6.13)

Przez A oznaczymy zbior nagpujacych funkcji, nazywanychzbiorem funkcji
dopuszczalnych
A :{(u,m)DWZ'Z(Q;]RS)XW“(O(U);R 3) u(XY=uy( X
dla Ox00Q, =T, ¢(debu)OL(Q) , détu> 0, p.w. (6.14)

oraz u jest odwzorowaniem wzajemnidjeznacznym p.w. wQ — ]RS}

gdzie ¢ spetnia warunek (6.12).
Dla tak postawionego zagadnienia Rybka i Luskin w pf&8yudowodnili twierdzenie o

istnieniu minimizeréw dla magnetykow gpystych, tzn. pokazalize zagadnienie

min{J(u,m): (um)OA oraz‘m(u(x))‘ délu=7r dla kzaiegoxDQ} (6.15)

posiada rozwizanie.
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Metoda zastosowana w pracy [63] jest tzw. metmezpdredni rachunku
wariacyjnego i wymaga pokazani@ minimalizowany funkcjonat energetyczny jest

funkcjonatem dolnie pétagtym w odpowiednio przyjej topologii.

6.2. Magnetyki nie $cisliwe i prawie nie $cisliwe
Rozpatrzmy zagadnienie ciata magnetesystego niécisliwego albo prawie nigisliwego.
Opis podejcia do materiatow prawie nieisliwych mazna znalé¢ w pracach [20,49,62].
Wykorzystamy rezultat [63] dla zagadnienia minimalizacji ftjokatu energii
magnetospizystej dla przypadku ciat nieisliwych albo prawie nigcisliwych.

Zatbzmy, ze gestas¢ energii anizotropii magnetycznej dla ciata prawiesciidiwego
jest zapisana w postaci

W, (F.m) = W(F.m) + (s (detF)-(3), (6.16)

£
dla £0(0,1).

W dalszych rozwzaniach w zapisie (6.16) pominiemy czigr{1) jako dodatnj stah
nieistotra w dowodzie istnienia rozwzania.
Jeceli w (6.9) zastpimy W przez W, zgodnie z (6.16), wtedy funkcjonat energii
zdefiniujemy w sposéb nagtujacy:

J.(um)= LK‘Dzu(x)rdx+LW(X,F,mou(x)) &
+La

1
+EL~3|DZ{| dz .

Dzm(u(x))‘2 de[ﬂu(x)dx—LHext(u(x))mn(u(x)) défu (x)dk  (6.17)

Jeeli £=1 w (6.16), to W, (F,m)=W(F,m). Zagadnienie istnienia minimum energii
prawie nidcisliwego cialta magnetosgtystego sprowadza ¢si do zagadnienia
rozpatrywanego w pracy [63].

Ostatni czton w (6.16) jest funlckary. Interpretacja cztonu kary jest rgmtjaca:
gdy ¢ dazy do zera, wtedy energia potrzebna do zmianyetofgi ciata dizy do
nieskaiczondci, dlatego materiat jest coraz mnigjisliwy. Jezeli detF dazy do jedndci
oraz £ - 0, to

im = (¢/(a) -p/(1)) =0,

-0 £

a-1
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wtedy otrzymujemy funkcjonat energii graniczriiajg J, dla ciafa niecisliwego, ktora ledzie

rozpatrywana ponej (por. (6.36)).
Aby udowodnt istnienie minimizeréw dla ciat prawie g@sliwych, pokaemy ze

funkcjonaty J, sa dolnie poétcagte dlalle >0.

Nowy funkcjonatJ, (u,m) = J(u,m) +% I(w(deﬂu) —y(3)

Q

rozni sig od wprowadzonego w pracy [63] (por. (6.9)oraz 1§.2 uwzgédnieniem (6.16))
tylko cztonem % J.((,l/(detl]u) —(,l/(:l))dx, co nie wplywa na jego dairpoiciagtosé (mnazenie
Q

funkcji dolnie potcagtej z dotu przez liczbi dodawanie statej). Ale powtarzamy caty dowod
z pracy [63] ze zmienionym funkcjonatem energii w cklalydaktycznych oraz podania
kompletndgci materiatu.

Okreslimy, podobnie jak w [63] cechy zbioru deformacji dopemdnych. Cig
{(u,.m,)} O Astabo zbiega do elemenfu,m)0.A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

u,—u w W”(Q;[R@) :
Xow)Ma = XomMm W Lz(Rs;]R?’),
oraz
Xow)TaMa = XoDm w L*(R*R)
Inna definicja: méwimyze ciag {(un,mn)} OA jest A -ograniczony jezeli istnieje
stataK >0 niezalena odn taka,ze

L{‘Dzun (x)‘2 +|0u,, (x)|2 +z//(de11]un(x))}dx + L(un)

Twierdzenie 7.1[63] Jeeli ciag {(un,mn)} O A jest A - ograniczony, wtedy istnieje podgi

2
0,m,(z) dzs K (6.18)

(tak samo oznaczony) ordm,m)0.A taki, ze (u,,m,) zbiega stabo dfu,m).

To twierdzenie jest bardzo wae dla naszego rozumowania, gdpapewnia istnienie
minimizerow, ktére s stabymi granicami agéw minimalizugacych.
Dowdd twierdzenia sktada ¢siz kilka krokéw (lematy 7.1-7.6). Najpierw wprowadzono
nastpujace zbiory:

A" ={x0Q:detu, (x)<t}, t<1

B' ={x0Q:detu, (x)>t, t>1
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Oczywicie w ponkszym rozumowaniu wszystkie stale w szacowaniactzgalé parametru
£ (5 > O). Dowody powtarzajrozumowanie z pracy [63] z naptjaca identyfikach funkcji
£ —_ l £
w(O- ¢ (F=Zw(@+C (6.19)
gdzie C¢ = —lz//(l) jest stal.
£
Lemat 7.1.Jezeli ciag {(un,mn)} 0 A jest.A-ograniczony, wtedy

c'K oraz |B"'< t9¢*K.

Dowdéd. Rozpatrzmy najpierw:

_ _rt 1 1—
- L\”ldx_ ™= Uy detu, = {J A (detu,, )’ J pae

Otdz, wykorzystujc (6.12) mamy:

J'An(deﬂ]u) dx <t j w(defu,)k< ¢ K dlat< 1

Szacujemy réwnie

:janlm:jan%dxs t‘ljandet]und(s t‘l(j deflu,) ) EIJEF\l_

Wtedy, korzystajc z (6.12) mamy:

B’

<t jan(delDun)qus t‘qquanw(deﬂun)d(s f9¢' K dlat> 1 O

Ponizej przedstawimy gtéwny lemat o zbresci {u,}. Rezultaty dotycze

zbieznos'ci{deﬂun} podane pornej wynikaj z twierdzé o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa
oraz twierdzenia o zwaroi [1]. Istotne § w tych rozwaaniach warunki wzrostu (6.12) .

Lemat 7.2.Jezeli ciag {(un,mn)} 00 A jest A -ograniczony, wtedy istnieje podgi taki, ze

u,—u WWZ'Z(Q;R3),

oraz
detlu, - deflu wL"(Q) dip<q (6.20)
detiu, — deflu wL'(Q) (6.21)
wa (defu)dx <o, (6.22)
detlu>0 p.w (6.23)
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Dowod. Wystarczy udowodhiograniczonéé ciagu norm |u, | zeby pokaza istnienie

e
podcagu {u,}” . kiéry jest stabo zbigy w W??(Q;R°). Majac A -ograniczonéé ciagu
{(u,.m,)} wystarczy pokazawspolm ograniczongs dia |Ju, .. . Otaz mamy:

[ Ju.(x) (x) |2dx+2L|u (x)[ o
L\D (N e o)
sc(L|Dun x| dx + )]sC(K+ L.

Poniewa ciag {u,} jest stabo zbimy wWZ'Z(Q;Rs) , to wykorzystujc twierdzenia

0 zanurzeniu w przestrzeniach Sobolewa wnioskujemjstnieje podaig u, — u silnie

zbieznwal*p(Q;]Ri3) dla p<6 oraz zbieny w C% (5;R3)dla 0<a<1—§=%.
Dla tego podeigu mamy:
Ou, - Ou  p.w.
detOu, - detJu  p.w
detOu, - deu wL"(Q) dlap< : (6.24)

Teraz maemy poprawd zbieznos¢ w (6.24). W tym celu pokemy, ze funkcje

{(deﬂ]un)p} s jednakowo catkowalne dla kdego p<(q, co oznaczaze dla kadego

istnieje 0 >0 takie,ze jezeli V 0 Q spetnia nieréwné |V| < J, wtedy

L(deﬂ]un)pdx <. (6.25)
Otdz, dla kadegoV 0 Q orazt >1 mamy:
L (detdu,) (L j ) deflu,) (6.26)

Korzystajc z definicji naB mamy:

L(deﬂ]un)pdxstp

([ (denu,) )cpgr'
stp|v|+qP’Q(janwf( dmn)m)gqu ¢ K)[l's)

<tPV[+ I KETP,
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Mozemy wybr& t >1 dostatecznie de, takzeby drugi czton byt mniejszy og/2.
Wowczas dobieragp 0 dostatecznie malezeby t°0<n/2 zachodzi (6.25), poniewa
V[<a.

Poniewa podcig u, prawie wsgdzie zbigny, to z twierdzenia Vitaliego [63], mamy:
detdu, — deflu wL"(Q) di@<g
Ponadto mana wycagna¢ wniosek [63],ze
(detiu,)® - (defu)® wL'(Q) dlap<q
Tak wiec, (6.20) jest udowodnione.

Dla udowodnienia (6.21) korzystamy z warunku gmiona ¢¢° z (6.12) i
otrzymujemy,ze ciag {detJu,} jest ograniczony w L*(Q). Z drugiej strony, zawiera on
podchg stabo zbigny do g. Jednoznaczrié granicy daje nany = detu.

Dla dowodu (6.22), zauvzeny, ze poniewa detlu, — deflu w Ll(Q), to istnieje
podchg (tak samo oznaczony) take detJu, — deflu prawie wszdzie w Q. Dalej,
zaktadajc, ze chg {(un,mn)} jest A -ograniczony oraz korzystgj z lematu Fatou, mamy:

[ (deOu)dx < liminf [ ¢ (deflu, Jdx< K <eo.
Nastpnie pokaemy, ze zachodzi (6.23). Wykorzystamy techpikozbicia funkcji.
Zdefiniujemy nastpujacy zbiér dlat <1
A ={x0Q:deiu<t} .
Oczywicie, ze nierbwndé¢ (6.23) zachodzi, jeli wprowadzimy nagpujace oszacowanie
|A|<ct?, (6.27)
gdzie c jest dodatrj stah. Poniewa

detJu = deflu, « deflu- détu,)
orazdetlu, > O prawie wsgdzie, mamy dla wszystkichCIN inkluzje
ADA D{xDQ:|delDu(x)— defu, (x)|= t} =A0F
Korzystajc z twierdzenia Jegorowa, dIaz’ktegotD(O,l) istnieje V 0 Q takie, ze

|V|<tq oraz deflu, zbiega réwnomiernie dadetlu na Q/V. Wobec tego zachodzi

oszacowanie
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+

|Al<| &+ E'n [+ B/ < ¢ R+ £+ BV V.

Wowczas, dla pewnego stategoraz dostatecznie dego n zbiér E"/V jest pusty.
Otdz, zachodzi (6.27) przg =1+ ¢ ' K2'. Wtedy, wykonuje si (6.23). O
Lemat 7.3.Jereli 1< p< g, wtedy (detlu, )™ zbiega do(deflu)™ w L?(Q).
Dowdd. Wyzej (lemat 7.2) pokazaiiny, ze cag detTu,, jest zbieny prawie wsgdzie orazze

granicadet]u jest dodatnia(detiu,)™ — (deflu)™ prawie wszdzie. Stosujc twierdzenie

Vitaliego o0 zbienosci wystarczy pokazg ze cihg (deli]un)'p jest jednakowo-catkowalny.
Zeby to pokazazat@my, ze 7> 0 jest zadane. Wtedy dM 0 Q z |V| < J podobnie jak w

dowodzie w (6.26) mamy:

L(deﬂ]un)_pdx = ( -[//A”+-[/m . )( deflu, )" dx

p

<o+ ] (deru,) "o

P
q

A
StPV[+ Kt P <y
dla odpowiednio dobranychorazd .

Teraz musimy upewaisie, ze graniczne odwzorowanie jest prawie gaze

odwzorowaniem wzajemnie-jednoznacznym.

Lemat 7.4 Zaktadamy,ze Q O R® jest otwartym zbiorem, odksztaicenig : Q - R®jest
wzajemnie-jednoznaczne prawie wdzie orazdetJu, > Oprawie wsgdzie. Oprocz tego
zaktadamyze ciag u, jest stabo zbimy w W?*?(Q) do u, defiu, - 6 w L'(Q), oraz
6 >0 prawie wsgdzie. Wtedyu jest wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem prawie
wszdzie (orazdetlu =8).
Dowdd. Wykorzystamy definigjindykatrysy Banacha

N(u,Q,z):#{xDQ:u(x): z},
gdzieu jest cagtym odwzorowaniem. Otdmamy:

u(Q):{zDR3: N(u,Q,z)zJ}.
Stwierdzamyze u jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem wtegiko wtedy, gdy

{z0R*:N(u.0,2)>3|=0.
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Dla dowodu tej rowngti zat&my, ze u|G jest wzajemnie- jednoznaczne oraz zbior
G jest miary petnej. Wtedy zgodnie z [63] wnioskujemre E = u(Q\G) ma miag zero. To
oznaczaze N(u,Q,z) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdyz O E.
Z drugiej strony zaktadamye E :{ZDR3: N(uQ,z)2 2} jest zbiorem miary zero. Zbior
G =Q\u™(E). Musimy pokazé, ze ‘u'l(E)‘ =0. Korzystajc z formuly obszaru (area) [76,
theorem 5.11] otrzymamy:

L_l(E)deﬂ]u (x)dx = J'E N(uQz)dz=0
Poniewa detJu > 0 prawie wszdzie, to wnioskujemyze ‘u'l(E)‘ =0.
Teraz pokaemy,ze
N(u,Q,z,) <1 prawie wsedzie.

Niech funkcja quCO(Rs) bedzie nieujemna,p=0. Mozemy uzyska pewny cag

wzajemnie jednoznacznyah, p.w. taki,ze
qu(un(x))deﬂ]un(x)dx: Ln(Q)qo(z) dz< L3¢)( 2) dz.
Stad
qu(u(x))deli]u(x)dxs LJO(Z) dz.

Ostatnia nieréwn& implikuje, ze N (u,Q,z) <1. A to oznaczaze u jest wzajemnie-

jednoznacznym odwzorowaniem prawie wdze. O

Dalej udowodnimy zbienos¢ ciagow wektoréw namagnesowar{in, } .

Lemat 7.5. Jeeli {un,mn} OA jest A-ograniczonym eigiem, wtedy istnieje
mO W“(O(u) ;R3) takie,ze podcig (tak samo oznaczony) zbiega stabo(dam).

Dowdd. Skorzystamy z techniki rozbicia funkcji. Zidéujemy zbior

Dy ={x0Q:

|:|zrnnol'ln(x)| >t}
Pokaemy, ze

S
D7 < Ke ™t o (6.28)

Wykorzystamy nieréwnég Schwartz'a
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1
2
:J- 1dx:j |Om, |det’Ou, i
D" D" 1
|Om,|det’Ou,

D

NI~

1
s(an|Dmn|2deEundx)2 (ID"|Dmn|_2(deDun)'ldx

ST 1(1_1]
S—CLZqKZ 2q Dtnz a),

Dowodzi to prawdziwé wzoru (6.28).
Przypomnijmy, ze obszar O (u) =u(§)\u(a§) jest otwarty. Zdefiniujemy dwie
rodziny zbiorow
O, (u)={z00O(u):dist(z00(u)) >} oraz ©" (u) ={zOR?:dist(z,0(u)) <7} .

Zapiszemy

Jo, )=o)

70
Dla pewnegos >0 otrzymamy,ze O, (u)JO(u,) dla wystarczaico dwego n
poniewa mamy jednostamp zbieznos¢ u, do u. Teraz pokaemy, ze dla kadego

n > 0istnieje podcig (tak samo oznaczony) take
m —m w Wl'z((’),](u) ;IRS) . (6.29)

Mamy dla kadegos; >0

-[i'n(U)

Korzystapc z ograniczenia (6.4) otrzymamy ngmijacy rezultat:

L(un) m, (z)|2dz= L

Dzmn(z)|2d25 L(u )|Dzmn(z)|2dz: L|Dzmn|2de11] u,dxs K.

mn(un(x))‘zdeli] u,(x) dx= L( def] un(x))_ldx
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<r? ( L (detu, (x))_qu): |Q|l_§

< rzc;é ( Lw(deﬂ]un (x)) d><)C11 |Q|1'é < K.

Stad wynika,ze istnieje podeig (tak samo oznaczony) take

m,—m w W“(O,](u) ;R3).
Oprocz tego, istnieje podg (tak samo oznaczony) take

m, -m w L*(0,(u) R%. (6.30)
Teraz pokaemy,ze
Xow)Mn = XowM W LZ(]R{3;R3) 0raz X, ) J:Mpy = Xopy DM WLZ(]Ri3 R“)
Najpierw oszacujemyy,,, \m, = Xo(,M Wnormie L (R3;]R3). W tym celu zauwzamy,
ze
%mwfﬁmm4%m‘%mwwwmﬁmﬂﬂ%%w‘%mh'

Witedy

HXO(un)mn ~XowMm () < ”mn”Lz((o(un)AO”(u)) *m, - m”LZ(O”) +||m||L2((9(u)\(9,7(u))
=1+ +I .
Do oszacowanid zdefiniujemy zbiorQ’ :=u;1((’),](u)). Korzystajc z (6.4) oraz z (6.12)

dlat<1l mamy:

2
12 = L(l—)(gz)2|mn|2 detlu, dx :(IA”+~[7\A” )%dx

1
9 \a
<r? J' ! dx
A'\ detdu,

L T N
<ct 1+T‘Q\(QZD A)

1o N
q+TquDA)

Aﬂ

Najpierw wybierzemyt <1 tak, zeby pierwszy czion byt mniejszy z‘n%(d/B)z. Wtedy

pokazemy, ze mana wybrd& takie 77, ze drugi czion bdzie mniejszy od %(5/3)2. To

powodujeze | <0/3, coichcemy. Mgna to zrobt dlategoze:
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07 (u)\O, (u)|2

2

u, (Q\Q7)

u,(@\(@i0A))

(6.31)
dew, >tjQ (270 A)

L\(QZDA")
poniewa ‘(95 (uho, (u)‘ mazna zrobé dostatecznie matym dla pewneto

Dla pewnegon >0 oraz wystarczago dwego n mamy,ze Il <Jd/3 zgodnie z
(6.30).

Dalej, dla wybranegod mazna znale¢ n>0, zeby Il <d/3 dzigki temu, ze
‘O(u)\(’),](u)‘ maze by dostatecznie mate oraz faktue catka jest aigta na zbiorze
catkowania.

Pokaemy, ze zachodzi staba zhieoi¢. Dla ¢DL2(IR{3;R3‘3) rozpatrzmy
L3(X(:)(un)|:|zmn _X(O(u)[lzm)¢dz

= Ls[()(o(un) ‘Xm(u))mzmn B+ Xonta (Mo =0.M) B+ (Xop() = Xogy ) UM Dﬂdz
SY +YY+ YYY

Oceniamy pierwszy sktadnik:
V< ||D2m”||L2(O(un)) ||¢||L2(O(un)\(9,](u)) :
Mozemy otrzyma |Y| <Jd/3 przez dobdr dostatecznie matego> 0.

Drugi sktadnik kdzie maly dztki (6.29). Nierébwneéc¢ |YY\r1<5/3 zachodzi jeeli
wybieramy dostatecznie mate>0. O
Teraz pokaemy dolm potciagtosé cztonu L|Dmn|2deﬂ]undx.

Lemat 7.6.Jezeli {(u,,m,)} O A jest.A-ograniczonym eigiem, wtedy

2 L. 2

L|Dzm| detdudx < liminf L|Dzmn| defu, dx .
Dowdd. Dla kadego o >0 istnieje takien >0, ze
2 2
O.m| dz> O,m| dz-0.

[l mlee= [, 0.

Korzystajc z (6.29) mamyze

noo noo

.o 2 _ 2 . 2
lim inf L|Dzmn|detDundx:I|m|nf (u)|DZmn|d22I|erDf (u)|DZmn|dx

2 2
> L”(u)|Dzm| dz > L(u)|Dzm| dz-o= L|Dznfdeﬂ]udx—5.
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Przez toze Jjest wybrane dowolnie otrzymujemy dowod lematu. O

Woéwczas, mgemy udowodni Twierdzenie 7.1.
Dowdd twierdzenia 7.1. deli {(un,mn)} O A jest A -ograniczonym cigiem (6.18), ktérego
ograniczeniem jesK, wtedy wobec lematéw 7.1-7.6 jego padgisa stabo zbiene do

elementu(u,m) w A oraz
2|2 2 2
L{\D uf" +|0uf” +¢ (deii]u)} dx + L(u)|mzm| dZz<K, :

Teraz maemy pokazé dolm potciagtos¢ funkcjonatu energiid, (u,m). Najpierw
rozpatrzmy wkasn&@ ciagéw minimalizuacych.
Lemat 7.7.Jeeli {(un,mn)} O0A jest chgiem minimalizujcym, wtedy jest on A -

ograniczony.
Dowéd. Chcemy oszacowaczion oddziatywania magnetycznego energii catkeywktory

wnosi niedodatni wktad do energii (u,m):
Y, :‘L(UH)H (2)n, (2) dz‘ =| [ H(un ()0, (u,(x))deu, () dx
<C, J'o(un)Hz(z)dz+/7J;7

<C,|H|; | +n7? L(deﬂ]un)_lok

LZ(]R3

m, (un(x))rdeﬂ]undx

il 1 g
<Gy [H[ls ey +77°6.° ( [ (deu,)ok)|a'e .
Wykorzystupc nieréwnd¢ Younga, otrzymujemy (dla ustalonege> 0):
n - 1 £ -1
05l et £ [ (e, Joc+ 9|
Dalej, korzystajc z (6.13) mamy:

L[k\ozun

< max{l,ci}ly(un m,)+J,+|Q|

L

’ +|0u, | +¢* (deCu,) +|0,m ,ou |* deflu nde

(1. -1
<Kl e £ [0 (den,) e .

Poniewa 7 jest dostatecznie malym parametrem orazeny zatayé, ze H O L* (Ra),

wobec tego otrzymujemy tez O
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Twierdzenie7.2. (por.[63]). Niech energia swobodna dla prawie stiidiwego ciata
magnetospzystego J, (u,m) zadana w postaci (6.17) spetnia warunki wzro6t2) oraz
(6.13). Wtedy przy zal@niu ograniczenia nasycenia magnetycznego (sau(éel) energia
osiaga minimum.

Dowdd. Rozpatrzmy g minimalizupcy {(u,,m,)} O.A . Wobec lematu 7.4(u,,m, )} jest

A - ograniczonym eigiem. Jak pokazano w twierdzeniu 7.1. istnieje elleh(u,m)DA
taki, ze podcag {(unk,mn‘)} jest stabo zbieny do (u,m).

J, (u,m) <liminf J(u,, m,)

n- o

k[[| o2 ax < limmin k[ | Du, | .

n- oo

Podobnie jak w (6.11) energia anizotropii przedgiaa zostatla w postaci sumy
W, (F,m) =W/(F,m)+¢* (detF). (6.32)
Najpierw pokaemy,ze

lim [ W,(Ou,,m, )= [ W(Ou,m)d. (6.33)

Otéz , wiemy,ze Ou, - Ou w L"(Q;]Ri%) dla p<6 orazm_ ou, - mou p.wW. Q.

Oprocz tego, korzystg z lematu 7.3, mamye

_ T T
detdu, deflu

Im, ou,| =|moul w L}(Q).

Korzystamy z faktu [74, Theoreml], (bez potrzebybigrania innego podsggu)
wnioskujemy, ze m_ ou, - mou W Ll(Q;R3). Wobec tego, z ggtosci operatora
Nemytskii'ego [63], mamy

L' (Q)xLH(Q) O(0u,m) - W, (Ou,m)0 L(Q),
gdzie r <6 jest wyktadnikiem wzrostu diay, (F,m)danym w (6.13), gtl wnioskujemy

(6.33).
Teraz chcemy udowodnize

[ ¢ (deu)dx < liminf [ *(deCu, ) dx.
Dla energii wymiany magnetycznej mamy z lematu 7e6,
2 . 2

aL|Dm| defdudx < Ilrnr]LnfaL|Dmn| defu, dx.

Wracajc do energii oddziatywania magnetycznego zawwey, ze
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lim [ (hou, inou,)detTu,dx = [ (houlinou) defludx

n- o

Wtedy mamy:
L(houn [ ou,)detdu dx = L(un)mn(z) [h(z)dz= Lsxun(n) m,(2)th( 2 dz
Otéz, X, oM, zbiega doy,,m w LZ(R3;IR{3), co trzeba byto pokaza
Dalej chcemy pokazazbieznosé energii magnetostatycznerj,ag(u,m) , podanej w

(6.7), spetniajcej warunek

Ls(—DZZ +)(o(u)m)D dz =0 dla wszystkichr O ﬂ(Rs) : (6.34)
gdzie

7 (R%) = {ZDD (r*):0¢00% [, (2)dz= o}

Poniewa [0, dla ZD?{(RS) jest w przestrzean(]Ra;R3) odwzorowaniem)(o(u)m(z),

mamy:

[0.2].- <[om

oraz. poniewa Xo, \M, = YoM W LZ(R3;IR{3), to

1 2 2
lim > [.I0.,] dz:—; [l dz
Teraz pozostato udowodnize stabe granice réwniespetniaj ograniczenia
dotyczce saturacji magnetycznej (6.4)z8k (un,mn) O.A jest cagiem minimalizugcym,
wtedy nieréwnéc (6.4) kdzie udowodniona, jeli pokazemy w L* zbieznos¢ m ou  oraz
detu,. Otz mamy:
L| LU, )detdu, —(mou) defu| dx
<[m, -ml, | dev,]. +[ml.[ de,-  def..
Woéwczas, zbierag wszystkie rezultaty, otrzymamy:
J.(um)< lim J.(u,,m,).

Oznacza to, ze (u,m) OA jest poszukiwanym minimum energetycznym dla
funkcjonatud, (u,m). O

Rozpatrzmy zwjzek pom¢dzy minimizerami dla ciata magnetogpystego prawie

niescisliwego i nigcisliwego.
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Zapiszmy funkcjonat energii (6.17) w postaci:

J.(um)= Jo(u,m)+% L[w(deﬂu)—t/l( ) Jox. (6.35)

Wiemy na mocy twierdzenia 7.2e funkcjonat J, oshga [l >0 swoje minimum,
ktére jest realizowane w zbiorze (6.14):

A ={(u,m)DWZ'Z(Q;RS)XW”(O(U) RY:u(R=u,( )

dla Ox00Q, =F  ¢(debu)0L(Q) , déu> 0 pw. @

oraz u jest odwzorowanie wzajemnie jednoznacznym p.w. @ — ]R3} :
oraz zachodzi zai@nie o saturacji magnetycznej (por.(7.4)):

‘m(u(x))‘detDu(x) =r wQ.

Przyjmijmy, ze dla dowolnej lecz ustalonej liczlzy, £D(0,1) minimum funkcjonatu

J,(u,m) jest osigalne w punkcie(uf,mf) OA, czyli (dla ustalonege):

(ui,rQ)fDA Je (u, m) = (ug' ms)'

Sformutujemy nagpujace zadania minimalizacji funkcjonatéw energetycinyc
Zadanie (P.).
Dla dowolnej ustalonej liczby rzeczywistejj(o,l) znalez¢ minimum funkcjonatu
int{3, (um)| (um)0An|m(u(x)|dettu(x) =7 wa}, (6.36)
gdzie A dane wzorem (6.14).
Zadanie (R).
Niech A, :{(u,m)DWZ'Z(Q;R3)><W1*2((’)(U);]R{ Y:u(N=u,( 3
dla Ox00Q, =T, deflu= 1 p.w. oraz jest odwzorowam (6.37)
jednoznacznym p.w. @ — Ra} .
Oczywicie zbior A, O A.
Znalez¢ minimum funkcjonatud,
inf{JO(u,m)‘ (u,m)OA; N ‘m(u(x))‘ = r} .
Zauwamy, ze zaréwnoJ, (u,m)oraz J,(u,m) sa funkcjonatami dolnie

poiciagtymi.
Dolna potcagtos¢ J, wynika z twierdzenia 7.2. Udowodnimy ngsijacy lemat.
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Lemat 7.8. Funkcjona’rJo(u,m) okreslony wzorami (6.35) oraz (6.17) jest dolnie padgy.

Dowdd. Niech funkcjonafl, (u,m) nie kedzie dolnie péteigly, wtedy

1
Jo(u,m)+z [[[#(deCu)-¢(D ]
tez nie jest potcigly. Ale

3. (um) =3, (um)+3 [ [¢(deCu) -¢(d]cx
jest funkcjonatem dolnie péigitym. Mamy sprzeczni@, co oznaczae przypuszczenie o
nieciagtosci funkcjonatu J, (u,m) byto bkdne. O
Mamy nastpujaca hipotez o istnieniu rozwgzania dla zagadnienia magneteggystego
niescisliwego.
Hipoteza H.

Problem (PO) ma rozwjzanie w zbiorze 4,, okrelonym wzorem (6.37), oraz wektor
magnetyzacji spetnia warunek nasyce(me(u (x))‘ =T.

Udowodnimy nasjpujace twierdzenie méwce o tym,ze granica eigu stabych rozvazan
dla zagadnienia prawie g@sliwego jest rozwiazaniem problemu néeisliwego .

Twierdzenie 7.3.Zaktadamyze zachodzi hipoteza H.
Dla dowolnego eigu &, —» 0 (n - oo) istnieje podcig (0oznaczamy jego identyczn&)
oraz istnieje rozwizanie(u,,m,) 0.4, zadania(P,), takichze

u, —u, w WZ‘Z(Q;R3) :
m, —m, w Wl’z((’)(u) ;R3), (6.38)
detOu, - 1 silniewl?(Q) .

Dowdd. Najpierw pokzemy ograniczond ciagu (ugn,mgn ) Poniewa A, A, wobec tego
mamy

J. (ugn,msn) =inf an(u,m)sirjj J, (um).
Wobechipotezy H mamy
ig: J. (um) =3, (ugmy).
Otz
3. (u,.m, )< 3 (ugmy). (6.39)

&
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Poniewa J, (ugn,mgn) jest ograniczonym z dotu, wobec tego na mocyzeat@ o

koercywndci, por. rozdziat 7 lub [63], mamy:
|t . <c. |ou,
gdzie C jest stad niezalena od &, .

.<C, |detu,

<C, |om,

<C, (6.40)

L2

Poniewa z kazdego cagu ograniczonego moa zawsze wybtapodciag stabo
zbiezny, to
u, —u  ww>?(QR?,
m, —m wW?(O(u) R, (6.41)
detdu, —J w L*(Q) .
Z twierdzeér 0 zanurzaniu przestrzeni Sobolewa wnioskujeray,

u

n

ETRRYY Wl*S(Q,]R3) , 2<s<6
Z wlasndci stabej cagtosci funkciji, ktére g znane jako tzw. zerowe lagrangiany
(ang. null-Lagrangians), por. Ball [5,7], Daconag23], w szczegolréai wyznacznika
(detDu) , ktory jest szczegblnym przypadkiem zerowego lagianu, wynikaze
detOu, — &= delu (6.42)
gdzie(ﬂ,rﬁ)DA.
Poniewa funkcjonat energiiJ, jest dolnie poteigty (zgodnie z lematem 7.8), to

istnieje nasfpujaca granica oraz zachodzi nier6wto

iiminf Jg (u, ,m, )= J,(6,m). (6.43)

n- oo

Niech minimum funkcjonatuJ, , por. (6.35) hdzie realizowane v(ugn,mgn). Mamy

wobec tego

JE

n

(ugn,mgn) = Jo(ugn,mgn)+£i L[w(deﬂugn)—z//( J)]dx (6.44)

n

Mnozac stronami powysz relacg przezeg, >0 dostajemy

g% (ugn,mgn) = gnJo(ugn ,mgn) + L[w(deﬂugn ) -y J)]dx (6.45)
Ze zwihzkdw (6.44) oraz (6.45) wynika nieréw4do
£.J, (ugn,mgn) <g J% (ugn ,mgn) <€, (ug,my), (6.46)

por. take (6.39).
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Poniewa J, (ugn,mgn) jest cagiem ograniczonym z dotu, wobec tego wnioskujemy na

mocy (6.46) ze

liminf £ J% (ugn, mgn) =0.

n- o

Konsekwengj tego,ze liminf fnJo(Ug"’ mgn) =0, jest zwizek

liminf [ [ (detOu, )-g(1) jox =0,

n- oo

Poniewa, zgodnie z wczaiejszymi zalaeniami funkcjonaw([)] jest wypukly oraz

w(a)-¢()=0< a=1,
to
detdu, - 1 wLl*(Q).
Stad takze
detOu=1 p.w., czyliud A,
Z drugiej strony

Wt Jo(u.m) = Jy(ug M) 2 fiminf J* (u,,m, )=

2 limint 3,(u, . msn)+!ginr110inf g—lmj[w(det Dugn)—w(l)]dxz

2 liminf Jo(u,m,)= JO(G, nAw).
Poniewa (ﬁ,rﬁ)DAo (detDG = :I) zatem(u,,m,) :(ﬂ,rﬁ), oraz

3, (ugm,) = liminf 3% (u, ,m, ) =liminf J,(u,, m, )+

& -0 n n & -0

&, -0 £, -0

+lim inf [w(detDusn)—t//(l)}dx: lim inf J(usn,mgn) = J(ug,m,).
Q

Czyli Iimo(ugn, mgn) =(uy, m,) 04, jest rozwizaniem zagadnienigh, ): znale:¢

(U'IITIZI)];AO Jo (u,m). O
Znaczenie tego twierdzenia jest rasface: materialy spzyste lub

magnetospizyste, ktore wykazuaj niski stopié scisliwosci i sa w literaturze nazywane

prawie nigcisliwymi, moga by¢ w petni aproksymowane materiatami sagliwymi, ktérych

opis i zwhzki konstytutywne gznacznie prostsze.
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Rozdziat 7

Podsumowanie i wnioski ko Acowe

W niniejszej prace przedstawiono podstawowe aspeliytycace fizycznych i
matematycznych zagadhienodelowania materiatbw magnetycznych.

Rozwaania w rozprawie dotyczyly materiatbw magnetycznyibodksztatcalnych
oraz magnetosptystych. Do ich opisu stosowano teornikromagnetyzmu, gtdwne tezy
ktérej podano w rozdziale drugim. Réwnania mikrometgzmu prowadz do zagadnienia
minimalizacji energii catkowitej materiatbw magnemych. W pracy rozpatrzono
zagadnienia minimalizacji energii dla sztywnych réenagnetykow, ktére prowaszdo
minimalizacji funkcjonatéw niewypuktych. Takie zadj@enie nie zawsze mmjyozwigzania
w klasycznym sensie, tzn. w klasie funkcji mierzalmw sensie Lebesgue’a. Dla rozmania
takich zagadnie stosowano relaksacje przy pomocy miar Younga,akiirstata opisana w
rozdziale czwartym. Poszukiwano rozwén zagadnienia minimalizacji energii dla
materiatbw magnetycznych w sensie miar Younga. Elggnteorii miar Younga podano w
rozdziale trzecim. W rozdzialegbym zostat zrealizowany przyktad obliczenia numenggo
dwuwymiarowego zagadnienia zrelaksowanego dla Reddicalnego ferromagnetyka
jednoosiowego. Otrzymane wyniki jadadowo s zgodne z danymi o mikrostrukturze takiego
ferromagnetyka. Mima zatem stwierdzj ze stosujc przedstawiomp w rozdziale 5 metad
numeryczyg do rozwazania zrelaksowanego przez miary Younga zagadnierazemy
obliczy¢ i analizow& mikrostruktug magnetycza réznorodnych materiatbw magnetycznych.

Ciekawy wydaje si przypadek stosowania teorii miar Younga do modalua
materiatbw magnetosgiystych. Zagadnienia te stan@wlieda zapewne tematykdalszych
prac autorki.

Zagadnienia zwizane z cialem magnetogpystym & rozpatrywane w rozdziale
szOstym i dotycz specjalnego przypadku ciat — ciat duliwych i prawie nigcisliwych.
Udowodniono istnienie rozwzania zagadnienia minimalizacji funkcjonatu, opisego takie
materiaty.
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Dodatek 1

Program numeryczny wiyku ,Maple” do przyktadu numerycznego z rozdziatu

1.0bliczenie zewgtrznego pola magnetycznegt, przytazonego do jednoosiowego
ferromagnetyka.

> restart;

> with(linalg);

> a:=3.5*107(-2);
b:=2*10"(-3);
c:=107(-3);

a :=.0350000000

1
c =1
1000
> H:=[a*x*(x-1),b*x-c];
>
>
H :=| .0350000000@& (x -1 ix—i
a ( ) 500" 1000
> N:=6;

H:=array(1..N);
forifrom 1to N do

H[i]:=evalf([int(a*x*(x-1),x=(i-1)/N..i/N),int(b*x- c,x=(i-
1)/N..IIN)]);
> od;

N:=6

H:=arra1..6,[ ])
H, :=[-.00043209876¢, -.00013888888¢]

H, :=[-.00108024691, -.000083333333]
H, :=[-.0014043209¢, -.0000277777771]
H, :=[-.0014043209¢, .0000277777771]
H, :=[-.00108024691, .000083333333!]
H, :=[-.00043209876%, .00013888888¢]

2. Rozwazanieu, (x) réwnania Maxwella (5.13) dla ptaskiego przypadkuykorzystaniem

catkowania symbolicznego programu ,Maple”
> restart;
N:=6;

N:=6
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> S1 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*u*In
u+v*arctan(u/v) end proc;

S2 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*v*In
v+u*arctan(v/u) end proc;

> S1(u,v)-S2(v,u);

> Gl:=array(1..N):

forifrom 1 to N do
G1[i]:=unapply(-(S2(x1-1,i/N-x2)-S2(x1-1,(i-1)/N -x
S2(x1,i/N-x2)+S2(x1,(i-1)/N -x2))/(2*Pi),x1,x2);

od,

> G2:=array(1..N):

forifrom 1 to N do
G2[i]:=unapply(-(S1(1-x1,x2-i/N)-S1(-x1,x2-i/N)-S1(
1)/N)+S1(-x1,x2-(i-1)/N))/(2*Pi),x1,x2);

od,

> 0=
u:=unapply(sum(m[q][1]*G1[a](x1,x2)+m[q][2]*G2[q](x
N),x1,x2);

> Ull:=limit(u(x,y),x=1);

> U10:=limit(u(x,y),x=0);

> ul:=array(1..N);

forifrom 1 to N do
ul[i]:=evalf(int(U11-U10,y=(i-1)/N..i/N)):

od,

> Wu:=array(1..N);

forifrom 1 to N do
Wu[i]:=limit(u(x,y),y=i/N)-limit(u(x,y),y=(i-1)/N);

od:

> u2:=array(1..N);

forifrom 1 to N do

u2[i]:=evalf(int(Wuli],x=0..1)):

od,;

> ul[l] :=.1649661958e-1*m[3][1]+.1037003455e-
1*m[4][1]+.5752335127e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2
ul[2] :=.1649661958e-1*m[4][1]+.3053000791e-
1*m[3][1]+.3053000791e-1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[2
ul[3] :=.5752335127e-1*m[3][1]+.3053000792e-
1*m[4][1]+.1649661958e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2
ul[4] :=.1649661958e-1*m[2][1]+.1037003455e-
1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[4][1]+.3053000791e-1*m[3
u2[1] :=.1924766489*m[1][2]-.3053000791e-1*m[2][2]
.1649661969e-1*m[3][2]-.1037003440e-1*m[4][2];

u2[2] :=-.3053000777e-1*m[1][2]+.1924766489*m[2][2
.3053000791e-1*m[3][2]-.1649661969e-1*m[4][2];

u2[3] :=-.1649661969e-1*m[1][2]-.305300077 2e-
1*m[2][2]+.1924766488*m[3][2]-.3053000791e-1*m[4][2
u2[4] := -.1037003435e-1*m[1][2]-.1649661988e-1*m[2
.3053000806e-1*m[3][2]+.1924766488*m[4][2];

(UN2+V12)-

(uN2+vn2)-

2)-

1-x1,x2-(i-

1,x2),0=1..

11];
11];
11];
11];
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> mi6:=

proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::array(1

local

a,b,c,m,s,S,i,U11,U10,Wu,G1,G2 x,rw,W,A,E,E1,eq,eqs
global ul,u2,u,Ec,X;

> a:=3.5*10"(-2);

b:=2*10"(-3);

c:=107(-3);

X:=array(1..N,1..K);

S:='s"

for i from 1 to N/2 do
m[i]:=array(1..2,[sum(X][i,s]*cos(theta[s]),s=1..K),
sin(thetal[s]),s=1..K)]);

od;

S:='s"

for i from N/2+1 to N do
m[i]:=array(1..2,[sum(X][i,s]*cos(alpha[s]),s=1..K),
sin(alpha[s]),s=1..K)]);

od;

> Q="

for x from 1 to N do

rw[x]:=sum(X[x,i],i=1..K)-1;

od;

> x:='x";

W:=sum(L[x]*rw[x],x=1..N);

ul:=array(1..6);

ul[l] :=.2912589885e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.1038872267e-1*m[3][1]+.7208887381e-
2*m[4][1]+.5262927920e-2*m[5][1]+.3975424313e-2*m[6
ul[2] :=.1698789403e-1*m[1][1]+.2912589885e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.1038872285e-
1*m[4][1]+.7208887465e-2*m[5][1]+.5262927920e-2*m[6
ul[3] :=.1038872270e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.2912589880e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.1038872275e-1*m[5][1]+.7208887180e-2*m[6
ul[4] :=.7208887444e-2*m[1][1]+.1038872268e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.2912589880e-
1*m[4][1]+.1698789399e-1*m[5][1]+.1038872268e-1*m[6
ul[5] :=.5262927920e-2*m[1][1]+.7208887291e-
2*m[2][1]+.1038872264e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.2912589880e-1*m[5][1]+.1698789399e-1*m[6
ul[6] :=.3975424556e-2*m[1][1]+.5262927699%€-
2*m[2][1]+.7208887159e-2*m[3][1]+.1038872275e-
1*m[4][1]+.1698789399¢e-1*m[5][1]+.2912589880e-1*m[6
u2:=array(1..N);

u2[1] :=.1375407676*m[1][2]-.1698789380e-1*m[2][2]
.1038872242e-1*m([3][2]-.7208887555e-2*m[4][2]-.5262
2*m[5][2]-.3975424334e-2*m[6][2];

u2[2] ;= -.1698789410e-1*m[1][2]+.1375407676*m[2][2
.1698789382e-1*m([3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.7208
2*m[5][2]-.5262927920e-2*m[6][2];

.3))

,sol,L,k;

sum(X[i,sJ*

sum(X[i,sJ*

1(1];
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101];
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u2[3] := -.1038872264e-1*m[1][2]-.1698789408e-

1*m[2][2]+.1375407676*m[3][2]-.1698789401e-1*m[4][2

.1038872240e-1*m[5][2]-.7208887250e-2*m[6][2];

u2[4] := -.7208887402e-2*m[1][2]-.1038872246e-1*m][2
.1698789380e-1*m[3][2]+.1375407676*m[4][2]-. 1698789

1*m([5][2]-.1038872248e-1*m[6][2];

u2[5] := -.5262927920e-2*m[1][2]-.7208887555e-2*m|[2

.1038872246e-1*m([3][2]-.1698789408e-

1*m[4][2]+.1375407676*m[5][2]-.1698789406e-1*m[6][2
u2[6] := -.3975424467e-2*m[1][2]-.5262927920e-2*m|[2
.7208887333e-2*m[3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.1698

1*m[5][2]+.1375407676*m[6][2];

> 0=
A:=sum(m[i][1]*ud[i]+m[i][2]*u2[i],i=1..N)/N:
> x:='x";

for i from 1 to N/2 do
E[i]:=2/N*sum(X[i,jJ*int(10"(-2)*
(cos(theta[j])"2+cos(thetalj])"4)-(a*x*(x-
1)*cos(thetalj])+(b*x-c)*sin(thetalj])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K);

od,;

for i from N/2+1 to N do
E[i]:=2/N*sum(X[i,jJ*int(10"(-2)*
(cos(alpha[j]))*2+cos(alpha[j])4)-(a*x*(x-
1)*cos(alpha[j])+(b*x-c)*sin(alphalj])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K);

od,;

> 0=

El:=sum(E[i],i=1..N);

> eq:=array(1..N,1..K);

for m from 1 to N do

forifrom 1 to K do
eg[m,i]:=diff(A/2+E1+W,X[m.,i])=0;

od,;

od,;

egs:=array(1..N);

> for s from 1 to N do
egs[s]:=diff(A/2+E1+W,L[s])=0;

od,;

>
sol:=solve({seq(seq(eq[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(eqs
2
{seq(seq(X[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(L[k],k=1..N)});
assign(sol);

>

S:='s

for i from 1 to N/2 do
m[i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(theta[s]),s=
f(sum(X[i,s]*sin(theta[s]),s=1..K))]);

od,;

S:='s

11z
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for i from N/2+1 to N do
m[i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s=
f(sum(X[i,s]*sin(alpha[s]),s=1..K))]);

od;

Ec:=A/2+E1+W;

m;

> end proc:

1..K)),eval

4. Wprowadzamy dane do procedury numeryczmep) i po wykonaniu jej otrzymujemy
wektor namagnesowania nazikej warstwie oraz enekgiktora przy tym jest osgalna.
Przy tym réwnie obliczamy intensywn@i A, (por.5.7-5.8 z rozdziatu 5). (W procedurze
oznaczono jak&[i,s] ).

1)Wybieramy nasgpujace katy 8 =0;27/3;— 27 /2 do dyskretyzacji okigu S (por.rys.5.1)

> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[0,2*Pi/3,-

2*Pi/3]),vector(3,[0,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));

evalf(Ec);

eval(X);

M :=table[1 =[-.023805154, -.00104216007], 2 =[-.036222038, -.000670601921],

3=[-.0405251924 -.0002298414102 = [-.0405251916 .0002298414102
5=[-.0362220378 .0006706017486 ,

6=[-.0238051552 .0010421600[/6

)

.00140915532
.317463230 .340666693 .341870076

3091853080
3063165384
3063165390
3091853081
3174632298

.3450201738
3467090318
3469744295
3457945181
3418700765

3457945182
3469744298
34670903815
3450201738
3406666937

2) Najlepsze rozwizanie otrzymujemy przy wyborze ngstijacych kqtéw dla dyskretyzacji
okregu S(por.rys.5.1).6 =-m/6; 2/ 3,— 27 | -

> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));

evalf(Ec);

eval(X);

M :=table[1=[-.011023378, -.001042160], 2 =[-.030483660, -.000670601],

3=[-.0346074560 -.00022984],24 = [-.0346074554 .00022984]1.6
5=[-.0304836608 .0006706017 ,

6=1[-.0110233789 .00104216D1

)

.0011009813C
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1.357955730 .423753362 .21829090

3437098152
.3406909877
.3406909881
3437098152
3579557302

4269783974
4278708239
4281362218
4277527417
4249567449

11t

2293117874
2314381885
2311727901
.2285374431
2170875249



