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Ocena statecznos$ci nanostruktur jednowymiarowych
The assessment of the stability of one-dimensional nanostructures

“isandra MANECKA-PADAZ!, Ryszard PECHERSKI?

7o przedstawiono oceng statecznodci sprezystej pryzmatycznego preta. Oméwiono zastosowanie tego
wego zagadnienia w odniesieniu do nanostruktur Jjednowymiarowych. Wykonano symulacje numeryczng
“mveznych standw Sciskanych struktur opierajac sie na teorii Eulera-Bernoulli’ego. Wizualizacje elastyk
270 za pomocg programu Wolfram Mathematica.
“ A KLUCZOWE: wyboczenie, nicliniowa teoria sprezystosci, nanostruktury jednowymiarowe

== paper, the postbuckling behavior of one-dimensional nanostructures is conducted in the framework of the
= mear theory. A numerical simulation of the considered problem based on Euler-Bernoulli beam theory were

== ormed using Wolfram Mathematica software.
 WORDS: buckling, nonlinear elasticity theory, one-dimensional nanostructures

WPROWADZENIE

“zzadnienie statecznosci stanowi wazny element obliczen wytrzymatosciowych smuktych
<iskanych elementéw konstrukcyjnych. Zjawisko utraty statecznosci spowodowane jest
“miang stanu réwnowagi danego elementu, ktora powstaje w wyniku przekroczenia tzw. sity
“iveznej. Problemem tym zajmowat si¢ L. Euler w swojej publikacji ,,Sur la force des
-olonnes” [1], wyprowadzajac wzér na site krytyczng powodujacg utrate statecznosci.
“yboczenie jest zjawiskiem naglym i niebezpiecznym, dlatego w praktyce inzynierskiej
«luczowe jest okreslenie wartosci sily krytycznej w punkcie bifurkacji (punkt utraty
statecznosei). Prawidlowa praca konstrukeji mozliwa jest ponizej wartosci sity krytyczne;j.
Sadanie zjawiska utraty statecznosci w przypadku materiatéw o wysokiej sprezystosci
swarza mozliwos¢ obserwacji stanéw po przekroczeniu wartosci sity krytycznej, czyli
znalizy krzywych utworzonych przez zdeformowany element (tzw. elastyki). Ze wzgledu na
«inematyke procesu problemy statecznosci dziela sie na dwie grupy: ptaska oraz przestrzenna.
W tej pracy przedstawiony przypadek dotyczy ptaskiej utraty statecznosci, czyli krzywizne
zdeformowanego elementu opisuje krzywa plaska.

Ocena statecznosci znajduje zastosowanie w ujeciu wieloskalowym. szczegélnie w obszarze
badan nad sprezystymi nanostrukturami jednowymiarowymi. Obecnie nietrudno jest uzyskaé
komercyjnie dostgpnie probki nanomateriatéw wytwarzane réznymi technologiami.
Nanomaterialy stanowig podstawe konstrukcyjna w procesie miniaturvzacji urzadzen
clektronicznych (NEMS), ze wzgledu na bardzo dobre wiasciwosci elekirvezne, optyezne
oraz magnetyczne. Rosngce zapotrzebowanie na obiekty w nanoskali stwarza koniecznosé
badan nad tymi strukturami, szczegélnie dzigki ekspervmentalnemu potwierdzeniu
mozliwodci stosowania znanych teorii wytrzymatosci do opisu zachowania nanostruktur,
Waznym etapem planowania eksperymentu jest jego wczesnisiszz symulaciz numervezna.
majaca na celu optymalizacje przebiegu badan.
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W pracy przedsiawiono wvkorzystanie oprogramowania Wolfram Mathematl'ca d.o
wizualizacji zjawiska uraty <tateczmosci sprezystej smukiego elementu, postugujac si¢

nieliniowa teoria sprezysiosci.

2. CZESC TEORETYCZNA

2.1. Nieliniowa teoria sprezystosci

Rozwazany przypadek dotyczy smuklego, pryzmatycznego preta o dhugosci | oraz o statym
przekroju kotowym o érednicy d. Rysunek 1 ilustruje zmiane krzywizny preta pOfl wplywem
sity $ciskajacej F. Wraz z przemieszczeniem kofica preta ul wzrasta strzatka ugigcia u2.
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Rys. 1 Schemat $ciskanego preta w plaszczyznie x1 -x2.

Model podstawowy opisujacy utrate statecznosci smukiego, pryzmatycznego preta oparty jest
na nieliniowym réwnaniu rézniczkowym Eulera-Bernoulli’ego [2]:
8°(s) + A%sinB(s) = 0.
(H
gdzie:
s- wspétrzedna krzywoliniowa rozwazanego punktu lezacego na osi preta,
0(s)-kat nachylenia stycznej do krzywizny w rozwazanym punkcie lezacym na osi preta,

2==
=,

W rozwazanym przypadku dazy si¢ do rozwiazywania problemoéw ugigcia pretdéw przy
duzych deformacjach, dlatego nie stosuje si¢ zalozenia matych katéw 0(s) tak, jak w
przypadku teorii liniowej uzywanej do okreslenia wartosci sity krytycznej. Przyjeto
nastepujace warunki brzegowe:

00)=01=0

2)
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gdzie a € (0, 7).

Aby rozwigza¢ réwnanie (1) nalezy dokona¢ zamiany zmiennych oraz nastepnie skorzystaé z
wlasnosci eliptycznych funkcji Jacobiego. Rozwigzaniem jest uktad wspdhzednych
okreslajacych ksztatt elastyki w dowolnym punkcie x lezacym na osi preta, zgodnie z [2].

Xy =—-s+ ;{E[am(sﬂ + K(k),k), k] — Elam(K(k), k), k|},
4)

2k
Xy = — —/1—Cn(sl + K(k), k),
(5)

gdzie m jest liczbg calkowita, zwang modem bifurkacji oraz m = 0,+1,+2 ...

2.2. Symulacja postaci elastyk

Korzystajac z rownan 4 oraz 5 otrzymuje si¢ elastyke dla zatozonych warto$ci modu bifurkacji
m, kata poczatkowego a oraz dla konkretnych warto$ci geometrycznych preta. Do symulacji
przyjeto 1=1000 nm , d=70 nm . Warto$§¢ modutu Younga zatozono zgodnie z [3], E= 76GPa.
Rysunek 2 przedstawia postaé elastyk dla wybranych warto$ci kata poczatkowego o oraz dla
réznych warto$ci modéw bifurkacji. Krzywizna preta zmienia si¢ wraz ze wzrostem sily, a co
za tym idzie kata poczatkowego a, zwiekszajac przesuniecie konca preta w ruchomej podporze
ul (Rys. 1). Przy warto$ci kata o= 90° koniec preta dochodzi do miejsca zamocowania drugiego
konca, osiggajac najwigksza wartos¢ strzatki ugigcia. Po przekroczeniu tej wartosci koniec preta
przesuwa si¢ w strong przeciwng do kierunku osi x1 az do przesunigcia o wartosci 21. Idealnie
sprezysta, niezmieniajaca swojej dhugosci struktura po osiagnieciu stanu krytycznego przybiera
forme ,,petelki”, zmieniajac pozycje w uktadzie referencyjnym. Po przekroczeniu 180° koniec
preta zaczyna przesuwaé sie zgodnie z kierunkiem osi x1. Na Rys. 2 mozna zaobserwowac
cztery przyktadowe wartosci modu bifurkacji. Ilo§¢ punktéw przegiecia w precie (zwanych
punktami bifurkacji, punktami przej$cia) jest réwnoznaczna z liczbg modu bifurkacji. Im
wigksza warto$é modu bifurkacji, tym mniejsza warto$¢ strzatki ugiecia.

3. PODSUMOWANIE

sprezystych, dlatego jednowymiarowe nanostruktury stanowia jej dobra ilusiracjs. Plamuwac
badania eksperymentalne, mozna postuzy¢ si¢ przewidywanymi postaciami elasivik orz

w makroskali. Nastgpnym krokiem w ocenie stateczno$ci nanostruktur byloby uzupeiniemiz
teorii Eulera o wptywy efektow nielokalnych wystepujacych w nanoskali.
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Rys. 2. Postac elastyk w zaleznosci od wartosci kqta poczqtkowego oraz modu bifurkacji.
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